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i« Omdermmnn^ Theorie dmr Mod.^Fundp und der Mod.^htegr. $• !• 1 

Theorie der Modalar-Fanetionen und der ModaUur- 

lotegrale. 

(Ton Herrn Dr. Gudermann la MOasfcr.) 



Einleitung« 

Allgemeiner Charakter der Potenzial-Fnnctioiieii. 

i. i. 

Die Potenzial- Fonotioneo 9 welche ich in einer frahern Schrift abge« 
handelt habe, erscheinen nnr als besondere Formen der Nodular »Fnno« 
tionen in weitester Bedeutung , und eine Folge dieses Verhfiltnisses ist 
die greise Aehnlichkeit «wischen den beiden Bauptarten dieser periodic 
sehen Functionen; diese Aehnlidikeit muis nicht nur, um dem Gedfidit- 
nisse zu Hiilfe zu kommen , in der Bezeichnung berSoicsichtigt oder gel« 
tend gemacht I sondern überhaupt als ein Princip bei der Behandlung 
der Nodular -Functionen betraditet werden« Axa diesem Grunde werden 
wir zuerst den allgemeinen Charakter der Potenzial -Functionen ins Klare 
letzen, dann aber auch den allgemeinen Charakter der Blodular^Functio« 
nen aogebent und ihn also jenem der besseren Unterscheidung wegen ge» 
genfiberstellen« Hierin nehmen wir zugleich den Weg der Erfindung^ weU 
dien der unsterblidie EüUr betrat, als er i^nbewulst An Grund zu der 
Theorie der Nodular •Functionen l^e^ welche durch die ruhmreichen Br^ 
findungen von hegenäre, Abel und Jfacofn zu eipem der widitigsten Zweq^e 
der Natfiematik erhoben worden ist» 

ftnd zwei verfinderliche Zahlen 9 und w, deren hTperbdhche SU» 
uns s und y sdn mdgeui so beschafEBn^ dals ihreSumme v-^w^sfiU, de- 
ren hyperboKscber Sinus % sein mag^ eine unverSnderlidie GrSlse ist, so 
wird der arithmetische Zusanmienhang zwisdien den beiden Teribiderlicben 
Grfiben x und y durch eine rationale und symmetrisehe Gieiohung des 
»weiten Grades ansgedrSdit, welche die €karMmi969ek§ GUkkmujf der 
k^perboSteken iSmts genannt werden n^g. Da nimlich wtanm-^v Ist^ 
so ist nach Theil L §• 10. 6int9 a €Mnti Sc«9^([e<fi BiMt, oder 
yss«^(t+a:^-a?/'(l+*^, d«» (r+«/(l+«*)y = «'(*+«')f und 

Ckille*slMnHad.ll.Bd.XTni.Ha.l« I 



2 I« Gudermann, Theorie d^r Mcd^^Ptpiet, und dtr TUodg^lHlqir, §.2» 

diese Crteiehung reducirC sich auf 

wekbe Ae charakteristische Gleichung der hyperboliscben Sintis ist; sie 
ist rational nnd rem zweiten Grade in Ansehung der beiden TerSnder- 
lieben Grolsen x und y^ auch ist sie sTmnietriscb, weil sie nidit gefindert 
wird, wenn man darin x und y mit Lander vertauscht« 

Für die eyklisdien Sinus x=ssinr und ysasinic^ erbfilt man in 
Hbnlioher Weise die Gleichung 

welche sich aber aus der vorigen herleiten Ifilst, Indem man xi für x^ 
yi tär y und zi ßr z mtztf und unter ij wie im Nachfolgenden immer 
/"— *1 rersteht. 

Was so eben in Ansehung der Sinus gezeigt worden ist> Ifi&i sieb 
«udi klebt als richtig nachweisen in Ansehung der Cosinus , der Tangen» 
ten und Cotangeaten; daher besteht der allgemeine Character der Poten« 
dal* Functionen darin , dafs der arithmetiscke 2ktsammenhanff unter zwei 
gldchnamigen Functionen, deren Argumente oder Arcus dne wmer ander ^ 
Ude Summe ausmachen, durch eine symmetrische und raUonak GUichung 
des zweiten Grades ausgedrückt werden kann^ 

Zusatz» Setzt man in einer solchen Gleichung m-\-nx for x 
und m-\^ny für y, und ordnet man dieselbe wieder nach den Potenzen 
?0Q ^ und y, so blabt sie vom zweiten Grade, auch ist sie dann wieder 
^^mmetrsMh in Ansdbung der neuen GrSisen x und y, und bat die Form 

Aisi'+f)^2B.xy+iC(x+y)+D = 0. 

Das vorige allgemeine Theorem kann auch umgekehrt werden und 
heifct dann also: Wird der arithmetische Zusammenhang unter zwei 
gUkhnamigen Bkmctionen durch eine symmetrische Gleichung des zwaten 
Grades ausgedrückt, so sind diese entweder Potensdai^ Functionen, deren 
verdnderSchs Arcus dne unveränderliche Summa ausmachen, oder sie 
Muf aritha^etische Formen des ersten Grades^ welche aus solchen gleich^ 
ttasdgen PötensMl''Func6onen, deren Arcus dne unveränderSche Summe 
tmemaehen, in gldeher Weise gebildet sind. 

Nebmeii wir z» B« die Gleicbung 

•^+2*y/(t+z'; + y*«s?. 



Einleitufiß. §• S. 



welche io Aosebung der f>eideo iverfioderlioheo Gi^&hta « voüA y igniwie- 

tMtk und vom sweiten Grade irtj und difibrenadiren mt dieielbc^ wodunoli 

wir« weil z uDverinderlioh eeia eoH^ erhalten 

(y+;rir(l + t^).ay + (ar + y/-(l+^),ajr » 0, 
oder 

80 kann diese DiferensiaU Gleichung leicht als e!iie separirte dargestellt 
werden ; USseo wir nämlioh die rorgdegte Gieiofauof nach jp und ^ «0^ 
wodurch wir 

oderauchyH-j?/(l+«')5=«/(I+^ «od ^+y/(l+^') = «^(l+y*) 
erhaltel^ und aubstituiren wir diese Ausdrucke in drr vorigen DUbrirasiai- 
Gleiehungp so verwandelt sie sidb in 

und nach Theil L ^» 18. ist das Integral dieser Gfeichung 

9lrc @tn Cr) + »v ©in (x) = const 
Wir fugen noch ein Beispiel hbzu^ indem w^ die sjmmetrisciie Gleiehuilg 

x+>* — z.xy sz € 
behandeln^ welche wi'gen des Productes x.y der beiden verKnderliehen 
Groben x und y aU eiuo Gleichung des zweiten Grades aomseben Ist. 
Geben wir jener Gleichung zuerst die Form 

*+y 
SO erhalten wir durch Oifferenziiren 9uf derStelie Ossdy(i^M^)^Sx{l^-^^ 

^md das Integral dieser Gleichung jnt 9it€tan^(y)+9U€taM^(x) anoinstw 

Zusatz» Die aligemdnste Gleichung 

aix'+f) + 2ßxy+2y{xi^y) + 9 « 
verwandelt siclif wenn jp^sm+n^ und yssm^ny^ sdb^biirt wSr^ in 
eine Idioliche Gleichung 

wenn zur AbkBrzuug gesetzt wird 

a'»a»% ß'^ßfi'f y«n(ma+m0+7)f ^=*+4njy+2ßn^+2an^; 



4 1« Ouäermunn, TkiorU itt Mod,-t^Mel, und i«t Mod»'-hd*gr* (. S. 

iHrd am «las— ^^^genoaunen» woAmh /«sO und ^ga^— Tj 

wM^ so ImI man & a inf ac h ere dianctorialisehe deinhuiig 

«'(*'* 4.y'*) + 2 (J'«V+«' OB 
fir die beiden verSnderiioiiea GrSlsen af mA y*% Behandelt man diese 
Oh ich u n g wie snAäa, so findet man die separirte DiffisfenciBl-GMohnag 

^ , a«f ^o 

WM nun » so bestimmt, dals a,»_^« «as±l wM^ wodurdi man erhilt 



r ^n 



90 eriillt die vorige IKflbranaial-Gleichnng eine tob den drei Formms 

Vd-y«) T" ir(t— «") ■* ^ V(i+r^)"'"ir(t+»")" 

und das Integral Ist also entweder are8in(yO + arosb(«0"^coBi^» <>der 
Kcc@in(yO+9(tc6in(«0»<»nstw oder $(K^(xO+^^(«0*"<onat* 
Bierbei wird ToransgeseCst, daCs a niofat »0 sei; ist asO, so ist die 
Raehweisang noch einfacher» 

Erster Abschnitte 

AOgemeuier Charakter der Modular-Fanetioiien. 

%, 3. 

Um* tü^emiM ChanäUer der Modular" Functionen heeteM iarkt, 
iafh der ariälmetiseke Zmammenkan^ vnier zwd gUAeknamgen eolckm 
tiaudoiun, deren JrgumenU eine tmverdnderHeke Stmime ansmacken, 
iifrdt eine rationale tmd ejfmmelrieeke Gtekkang dee vierten Gradee am» 
gedrückt wird, äU aber m AMedmng der einxelneii Fimethnen seUel 
mar vom mtaten Grade ist. 

Die allgemeinste Gkiohang des vierten Gradee swiNben den 6r6* 
ften s nnd y hat die Formt 
il+ B« + B'>-+ C*y+ />«» + ll'y» + Äai»y + Ä'a?y»+ F«»r' + £?«» 

(dB aaÜittt die Potensen ar\ y*, «* und y*, welche der Annahme gemfils 



Er$t§r AhM ihmilU (. & 5 

h Bv widA rcfAmumm nnra; Inaeo wir aber die Glieder weg^ weiehe 
dieie Petensen eAtlielteay m Bieht sieh dBe GMcbwig Bosaaimen auf: 

weMie mir nodi in Binaiobt inf das Glied F.a^y^ Tom TierteD Grade hk. 
Sdl diese Gleidumg onTerBndert bleibes^ wenn darin s ta!k y vertaMebt 
wird, eomobirBB^ H'sll und JE?" a Jff sein und es icann daiier 
& Gleiolraa; also dargestellt werden: 

Die gefimdene Gleiehung bat noch eine fiberflnssfge All^enidnhei^ 
sie pabt dobt nnr auf allgemeine Modnhr^Fimetionen selbst^ sondern anoh 
auf aritbiuetiselie Ansdraoke^ welobe ans gMcbnamigen Modular-Foactio* 
nen der Argooientn v und fcr Ton unverSnderlieber Somme n sss 9 + 1^ in 
gleicber Weise gebildet sbd. 

In der obarakterirtisohen Gleiobong der byperboBsoben oder anob 
cjkliseben Sinus wird kein Glied geSndert, wenn man darin — 4P f3r » 
und gleidiaeitig — y für y setst; wollen wir daber sokdie Funottonen 
finden, welobe, wie die genannten Potenaial* Functionen einen gleiob gro» 
Cseo aber entgegeogesetarten Wertb erbalten, wenn statt ibres Arguments 
ein gleiob graCses entgegengesetstes genommen wird, so^iMlimen wir an» 
dab die GrOlmn A^ Bj C, D, E, F sioh ebeo&IIs niobt Sndem, wenn 
darin ^x für x, — y f3r y und — sr ISr z gesetst wkd; da dob aber 
die Gleiobung 

durob die angezeigte Aenderung verwandelt in 

ii— ll(a?+y)+Ca?y+JD(a:^+yO— ISary(a? + y) + Fa:*y« s 0, 
so mub s3 und JEssO sein, wenn die beiden GMobungen nberein« 
stinuneii sollest und wir beben also die einbobere Gleiobung: 

welobe auf soldie drei ^eiobnamige Blodular*Fuiiotionen d^ss ^(9), y ss 
^(tcr) und eres ^(9 -f «er) ss ^(n) pals^ web)be mit den iqrklisohen oder 
byperbolisoben Sinus Aebnlidikeit beben, nfimlioh mit ibrem Ai|pimenle 
sugleieb Torsdiwindeo, und einen gleiob greisen negativen Wertb erbaU 
ten, wenn statt ibres Arguments ein gleiob grobes negatives ^nom- 

meo wird« 

Da for 9 as der Gleiobung 9 -ftr asu gemSb €9 ^ i^ also 4pas 
und y SMS wird^ so kSnoen wir die Form der vor^en Gleiobung soglelob 



i. Gudermamn^ Theorie dir Mod^^Fimei. tmä der JUodsrht^gr. (. 4. 

giO€h DfihM bntlmiiieo , faidiiiii wir darin ^rmO «Mid^s«r (oder yssO 
und 4^ SS«) aetaen, wodoreh uftas— JDs^ gefundea wird» Wird dkmt 
Werth wbttitiiirl« die Gk^^ 

Das Glied na^y^ ist das eini^ io dieser Gleiohiiiig^ welihes wegen des 
Fkrodueles a^y^ von der vierten Oimensien ist» yod die Gleiohung seliist 
ist abo nur in Dinsidit darauf vom vierten Grade ( fehtta dieses Glied 
und wSre abo nss^O, so w8re die Gleiohuog y^+2mxy'\'^9mt^ die 
eharakterhtisehe Gleioimiig der ^^rkliiclien oder hTper bo Bschea Sinns» wenn 
«entweder es /*(l^s;^) oder ms /(l+s') w8m^ und fiir andere W^rthe 
von ai liefse sidi nun ein oonstanter Factor r finden» dergestalt» dala rx, 
ry und rz qrklisebe oder byperboliscbe Functionen wlren^ 

ZusatJb Die aUgemeine Gleiohung il'-f ll'(4r'+/)+C.sr'/ -f 
0\x'^ + y^)i^B'x'/(ß/+/)i^F',a/'/^ «^0 ISbt sieb durcb die Subp 

•iiijiiinniMi 

a/ = f±l* und y'orf+aZ, 

oder auch schon durdb die Substitutionen ^ss|f-|' 4^' und y^ tap^^y iu 
eine fibnliche Gleichung 

umformen» und die drei Constanten p, g, r im ersten oder die beiden 
Constanten p und f im «weiten Falle lassen sich dann so bestimmeD» dals 
AassO und JEssO wird» wodurch die Gleichung die vorhin erwihnto 
einfachere Form erh81t# 

Ifllrd die gefundene Gleidiung;p^+ 2 mar^+y'4*9^/'^=^^# inweU 
dier x=i<(>(9), y—(POo), ss(P(ii) und tisr-f tcr ist, differendirt» mdea 

man II und also auch ST ab uQverSnderlieh ansieht ; so erh8U man die Gleichnng 

B » I dy ^^ ^ 

Um in dieser Gleichung die verSnderlicben Gröfieo m trennen» tSst mas 
die ursprSogliche Gleichung nach a^ und y auf; hierdurch erhSIt man ohne 
alle Zweideutigkeit 

und 

** — TFJI?^""^ ^' 
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wfB fSr jr«sO imifii ys^f^r and fdr yssO molk ^sss-f-ir werdeo« 
IN0 fai diesen Formelo entbelteiieo Wtmselausdriioke sind also: 

und 

und werden sie in der obigim Differenzial-Gleidiung substituirtj so Ter* 
wandelt sie sich in die spparurte 

^^ , •..., ^ ft 

Die biquadratische Form 

i^+(»«_t4.«s*)a?*— n«* oder ig"(t + ***"*+ ^ -i!a?V 4, x^) 

l^nn leicht in swei quadratisdie Faotoren (reelle oder imaginSre) zerfällt 
werden; setzt man aber 

so ist auch 

und die Differenzlal- Gleichung yerwandelt sich in 

na+p«*)(i+«*»)]^>^[(i+p:r*)(i+?/*)] ~ 

Multipliiärt man diese Gleichung mit emem noch nSher zu bestimmenden 
Constanten Factor ^^ und setzt man 

■• 1 •^ "~/« vn[(i+pr*}(i+jr*)l ' 

sio Ist die Differen^UGIeicbuog dr+dti;sO und ihr lot^ral 

2« r4*^ ^^ const«^ 
die Summe « der Argumente r und to ist also unrerSnderlidi« 

Aus der ZerflUlung der biquadratisdien Formen geht aber henror, dab 

;^+f«= ;^? nn^ P-^ = — ^r 

fal^ und diese Gleidiungen dienen nur Berechnung Ton p und q, wenn m 
und n gegeben smd; man findet aber aus flinen rBckwSrts 

n = ^pqe und m » ^[(l+/r«^(I+^«')], 
und hiernach sind ifie beiden Constanten « und n durch zwri neue p und 



y ersetzt, weldie einer beüeb^en BeitiimniiDg fldi^ rfnd} es darf mit 
keioe derselben ssO gesetit werden, weil sonst nsssO wiret «nd man 
also auf die cjkliMben oder byperboUseben Sinus anrBckkommen wSrde; 
ferner dSrfen auch p und q sidb nidit gleich sein^ weil die Düferensial- 
Gteiohung dann die einCsohe Gestalt 

bdummien wurde, deren Integral entweder aro tang (x /^p) -f- ara tang (y /^p) 

sBOonst., oder VrcSand(x/*—/i}+9(rcSatig(y/--f)aBieonst» sein würde, 
[e nachdem p positir oder neg^thr wSre* 

Durch die gefundenen Werthe Ton m und n ferwandelt tkh die 
eharakteristische Gleichung in 

3. a^'+7xy v^[(l+/^«^(l+yt^3 +>* = ««(1+f f jp^y»), 
und ihre AuflSsungen nach x und y sind nun 

^ 1 — pj«*** • 

Der Factor ff, welcher in den Integralen (L) rorkommt, kommt 
in den Gleichungen (3.) und (4.) nicht vor; die Ursache hienron ist, dals 
in der Glekhung p^w^siu^e Yerbältnisse ihrer drei Glieder m einen» 
der nicht geSndert werden, wenn man diese Gleidmng mit einem con- 
stauten Factor multiplicirt, oder sie dadurdi difidirt* 

KSnnte man die angece^ten Integrationen TolKShren, so w8rde 
ab eine Function von jr, u^ als eine Function von y und fi ab eine Funo* 
tion von z dargestellt werden ; durdi Umkehrung dieser Gleichnngen wurde 
man dann an den gesuchten Ausdr&oken 

jps^(r)^ ym9(P(w) nnd saB(P(ii) 
gelangen: diese Functionen werden aber wie die cyklisohen und bjper* 
bolischen Sinus (und Tangenten) so beschaflfon sein, dals ist 

^(0}bO und ^(— r)sB«-^(+r). 

Durch die Formeln (4.) im ^ 4^ ist der Zusanmienhang swisdien 
den drei gleichnam^en Functionen m, y, m dergestalt amgedrSckt, dafii 
man x euf y und s, wie audi y aus jp und s berechnen kann, da die 
beiden Constanten p und f ab gegeben betrachtet werden. Es entsteht 
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nun die Frage ^ wie umgekebrt die Fuootioii z aui x und y bereohoet 
werden könne» Sohaflft man in den Gleiciinngen (4«) die Nenner vfofy 
nnd moltiplioirt man dann die erste Gleichung mit x^ die sweite aber mit 
y, so erhSlt man, wenn die eine Gleichung Ton der anderen snbtrahirt 
wird^ die Formel 

in welcher wir aber den Nenner nodi rational madien wollen, indem wir die 
beiden Glieder des Bruches mit y V^Kt+px^Xt-^-q^] +^/[(l+/^r'Xl+9/)J 
multiplidren ; der neue Nenner wird dann y^(l+/'^)(^ + 9^) — * 
^'(l +?>"')(• +9y')f oder nadi einer leichten Reduction (y'— ^^Xl^/'y^V^)» 
daher haben wir 

« *« yyX(i+px^Ht'^x^)]+wVX(i+py^)(i+qy^)] 

Aus den Formeln (4.) nnd (5«) leiten wir noch andere her« Man findet 

(1— p^*V*/ • 

und dieser Bruch ist ein roUkommenes Quadrat; acht man die Wursel 
aus, so erh&lt man 

6. AI i jf^ ^ v^^(t^■p««Kt+py«^-^py«'r[(l+g««)(t+gy')^ 

Das Ausaidien der Qnadretwurael bringt swar dne Zwddeut^keit mit 
!ddi, aber diese kann leicht gehoben werden ; da nftmlioh tSx ymiO mufs 
X SS s werden, so erhdlet die lUchtigkeit der angegebenen Formel. Eben 
so findet man noch 

10, »r(l+;»«0 «= n(l+P«»)(t+py«)jXp«yyi[(t+g««)(t+gy«)l ^ 

11. /(1+y«») SB >^t«-«-gy')(i+gy')3+y»yVl(t-l-p*»)(*4-py')l 
Aus den vorsteliendeB Formeki leiten wir nodi einige andere her, nfimüeh 

Crene's imttul 4. M. Bd. XTIIL mk L 2 
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13. •■(i+i»*')+;»y«i^(i+^*') = v^r(t+;»*')(i+;»>^J, 

17. /•(i+;»^-f »r/"a+y^ = •^r(t+i»«')(i+rr')]. 

Malüplioirt man die GleidHuig (12.) mit /"{l-^ps^ md (13.) mit /'(l+f«')> 
M eriifOt man durch das SubCrahiren der dnen Gleiduiqg von dar ande* 
ren nodi 

und eben so 

Im Sbnfioher Weim «bütt man anoh noeb die folgende merkwfirdige lldation 

Die Menge dieser Gleicbungen lielse sieb Idobt noob aniebnliob Tenneb- 
mi; wv werden d>er weiter unten die noch feblenden Reltlionen auf 
eine bequemere Weise berleiten# 

Cjtdascbs SMolar.FttBeiioiieii aberhsnpl« 

Der durch die Formebi (3.) bis (21*) ausgedrSAte Zusammenbang 
anter den drei Functienen x, y, z der Argumente t, w, Uf welche durch 
^Sb Bedfaigung v^^m^siM mit einander verbunden anid^ ist fon neaSkh 
enifiicher Bescbaflfenbcit; weit verwickelter ist aber der Zusammenhang 
nwiscben einer solchen Function und ihrem Argumente^ nnd also die 
Natur der Function selbst, welche durch die IntegflJ-Femiel 

V"[(l+P*»){t + jO] 
ausgedrSckt wird% Dieser Zusammenbang zwischen z und u bSngt we» 
sentKch von den beiden unbestimmten Coostanten p und g ab| weldbe 
nur der Einschrfinkung unterworfen wurden, dafr sie ungleich sein sollen 
und iceine derselben ss sei# Die Grufiien p und q hSnnen fibr^ens reell 
und imaginttr sein nnd im letzten Falle ist p^tsa — ßi, wenn qzsza^ßi 
ist (und anter f verstanden wird /'*-*l)f weil das Product (1 4*/^ ^^(4+ 9*0 
adhat meü sein aoil# 



/ 



Erster ylhsehnlii. $.6. H 

Nebnieo wir vorltfufig an, dab p und f beide reell webk sollen ^ lo 
mSsseD aocb^ uMofem diese Zahlen fotitw oder auch oegatir adn k6onei^ 
vier versdsledene Fülle unterschieden werden ; wir nntersoheiden abefi ton 
der allzngroCien Yielförniigkeit zu begegnen | demungeaditet vorl8ui|g nur 
swei Fälle 9 nämlich die beiden, in welchen p und q entweder beide ne* 
gatir oder beide posittr sind, weil wir die beiden noch nbr^en Fälle auf 
die vorhin genannten ^uter zurSckzufobreu gesonnen sind» 

Ndunen wir xuerst an f dals p und q beide negativ und p^q sei^ 
so haben wir die Formel 

wenn wir -^p und — -y lur p und q setzen» Fähren wir mne neue ver« 
üoderKohe GrGlse / ein^ wdkdm duieb die Cleiobung t=s9^p bestimmt 
ist, so Ist fdr «rcsQ audi /sO« femer ist dsrs^^ und ahn 



/ 



/ 



P 



y|(,_,.)(,_i,.)f' 

Diese Fomsel wird am einfachsten, wenn y sss /y genommen wird; wtm 
berdem ist der Braoh -2. positiv und <lj setzen wir daher -^csl^, 
so haben wir die Formel 

fai welcher nur noch dne dniJge Conatante ^ vorkommt^ welche zwischen 
den Grenzen und 4" 1 enthalten ist und welche wir den Modul nen>» 
neu« Dieselbe Formel finden wir, wenn wir in der ursprängUchen setzen 
^ 8s 1^ mtsi\pzsx «-1 und (f » ^t^. Wäre A: sbs 0, so wäre 

iiss /»T^^^asarosinC^ und also / «ssinif/ wäre aber I: s» 1, so wäre 

*^^y*f~7i~ 9((cXand(/)# wd also t^Bz%m^u oder auch fcssb/if 

nach Theo I^ %. 37^; hieraus schliebt man, iafh, voenn derMoiul k 9mt^ 
sekm den Grenzen und 1 enthalten ist, Se Functhn % mnecken den 
Grenzen «Ena und emlu und edeo iAerhrntpi nwieehen zwd ^Uiecken 
Smue enthalten sä. 

Aus diesem Grunde nennen wm>, wenn der Zusammenhang zwischen 

«und ff <ttreh die GMdinng t<ca^ V[i^i^).'}'{{^k^t^) •"B***** h^t 

2* 
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t im CjfhMsehen Modulur-^Smus das Argumeiites u for den Modul k, 

/(l— O ^^ ejßkUschm Modular-^Corinm itod yi^|_ i die ejfJdinke 

Moiiilar^Tangmle des Argameotes u f8r deo Modul Ar» Zu diesen drei 
ojrklisdien Modular-Funotionen Itommt nodi dne viertel nfimlieh /*(! «— A^O» 
wekbe wir die eykluehe Differente des Argomentes « für den Modul k 
nennen I weil sidi in ihrem Yorliandensein die eyklisdien Modular« Funo« 
Üonen von den gewSholicben ejrkliselien Funetionen am auflallendsten un* 
terseheiden. Die Beseiobnuog stdien wir also fiestt 

Die vier ejrklisdien Modular-Funedonen sn«, enn^ tn«^ dnn 
sind nidit blob Funetionen des Argumentes u, sondern auch Functionen 
des Moduls k, welcher nwischen den Grenaen Null und Eins enthalten is^ 
und daher als der ejrkfisohe Sinus eines Arcus 9 gedacht werden kann; 
setaen wir eher 

ifcasinO, ^sseosS, p* s tang9^ 

ao ist ft*-f-i^* csl^ und der Wbkel 9 heUst der Winkel oder der Arcus 
des Moduls« Da auch kf swischen den Grenaen Null und Eins entiialten 
ist) so kann auch A:' als ein Modul cyklischer Modular» Functionen vorge* 
stellt werden; Tcrtauschen wir aber k mit k', so Terteuscben wir snii mit 
sn'ic> cnn mit en^ic^ ten mit tn'u und dn« mit dn^ti. Die durch die 
Gleidiung J^^kf^^szt nut efaiander TeriNmdenen Modul nennen wir den 
einen den conjugirten des andern; ist 9 der Arcus des Blodnis A:| so ist 
y — 9 der Arons des conjugirten Moduls k'. 

Der Zusammenhang iwischen den vier auf dasselbe Argument u 
imd auf denselben Modul k beaogenen fnnctkmen sntr^ cnifj ta«> dnn 
wird ansgedrfidGt durch ^ Formeb 



mu 



sn^n-|-cn*fi a 1^ tnti = 

enn = /-(t-sn'n), 1 +tn*ii « ^, 

snn « ira-en^n), lijli » ^ 



ta*u 
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tn« aa y j . /l . 

Dem f«4» gemSls ist 

sn(— tf) o* — sn«^ 
abo 

Wird das Argnmeiit « s gesetst, so ist 

mO CS 0, onO a 1, tnO s 0, dnO «s 1. 
Nash $• 6. ist sntr xwiseiien den Granaen dau und sin/« enüialten» md 
da fn^«^ abo aodi tbklU'^smu ist^ so ist immer 
dnn^snu'^tSnlu^ abo cosic<onic<oos/if^ taiigif>tnfi^fangl«. 
WM dso das ArgmnoDt n nioht Terändert, der Modul k dagegeo vergrö- 
ßert^ so TerUeiiiert sieh sni^ mid toti^ aber onic vergröbert tkb, wie 
weh dnif. 

Brtle Dilbrwisble der qrUisdiini Vi^iuht^VmtÜmmu 

Wemi wir in der Formel atrga ypv^_^.^^^_^,^^i fSr Iden Werth 
anti an die Stelle setaeot so iiaben wir du es J^^ ^ oder anöh 

^ cnu flau ' 

1. dsnif 8s eatfdnfi.d«. 

Differenaüren wir die Gleichmig sx?u+oa^Ufssi, so entstebi sofidsofi 
4-eoif deoifssO^ und wird for dsn« der vorher gefimdeiie Werth siib» 
stitiiir^ so entsteht sofiMt ^ Formd 

2» denn SS -»sn« dnil.dib 
^ ton-S^ bt, so fal atnii«» *"^^^''l+^''^>-^% oder anoh 

3. atn« «B -^.du. 

Ol*» 

Ans dnPKM 1— -AI'sB'tf folgt dnv.^dn« aa ~l^8n«.dsatr und abo 

4* ddn« S3 — A^snvaaw.d« 
Bei emer vonmneluiMndeD Umkelinuig der Reialioo swisehen einer 
cjrUiMhen Hodular-Ftanction nnd ihrefls Aijgtfmento dient die folgende 
Beaeieiinang: 
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Ist t sa ukU, M kt umgikQiirt i« ss afg8ii(<> 
ht t WZ enu, M iBt imigekelirt u ss argco(Q^ 
Ist / SS tnt^ 80 ist imigekehrt u es argtii(/). 
Igt f SS dotf^ 80 kt umgekehrt u ss argda(Q. 

Wenden wir diese Beseiehmuig an^ und kehren wir die ToMn erbettenen 

DüFerenziai- Formela unii so haben wir; 

5* argsnCO «/^ K(i-<>)-V"(i-**i«) "yo V"U— a+*^)i*+**<*P 
argdn(0=y^ y^(it-k.i).V^(t_ii, =/^ v^£-ft'«+(t+*^)i*-i*>* 

IKe AispiiHrfe 1er cyküarbes ModMar^Paaellows. 

01>gteich die cyklmchea Modular- Functionen verschieden sind fon 
den eyklisehen Potenziai^ Functionen ^ sq können sie dennooh leiebt auf 
jBese surSckgeftthrt werden in Anwendung einer rennittebdeii Fnnetlpn; 
da nft n'^*^ snif zwischen den Grenaen sinti und sin/ti enthalten ist^ so 
kSnnen wir snffss sin^ aetaen, woraus folgt eniisooa^ und tnif ss 
tang^* D^n durch diese einfachen Gleidiungen bestimmten Arcus ^ neu» 
nen wir fy Jbnplitude des JrffumentfM u /Br denModulkp oder in Zeicheo 

^ssamit und umgekehrt tf 8sargam(^)# 
Hiernach ist also 



(snitcBssinana^ totiaeslangamti^ 

^' fcn II »ooaamti^ dn«csi/*(l~il^sin^amif)# 



Wea bekanntlich ^ — f'^rtlSSfl) "• » Ist also aüob 

euch 

ss log taug (-J- + i am «) . 
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Die Formal tang^^ ■> ^( iO-Sl ) ▼«^•»delt stob in 

4. .-gi-..- 1/(^5=1==:«^ 



IKe Formd «==y v " (i— <«)y ' (i— t ' «f«) v«"*'"»^«'* rf<*» wenn f ss^(p 
geiefact wird, also d{9BWMp,B<(f, in 



/ 



Setil man nm 

*«j:p, also *»«^-q:^j und 2—*=-^-^, 

so ist ^(l-.*»«n'(p)«5Ql±^^|52jp+£!), „«laboanch 

6. arg am((p) «/^ v-(l+2ico.294-^) "Vo V[(t+A.V)(i.t-l^»W)] ' 
IKe in dieser Formel toiliommende Constante X hSngt den Formeln 

gemab ron dem Modal k ab* Es ist auch X rs (^i±^^^i(i^^\ 

Differenwrt man die Gleichung unamii == snti^ so entsteht 
eosamti.damuss cntf dnndti^ und da cosamifcscnfi ist^ so hat man: 

7o d amtf es dntf.du. 

Da stnamn swisdien den Granaea sinir und mlu enthalten istf so ist 
auch am u awkchen den Grensen m und lu enthalteni und da naoh Theil h 
fa48. ist lu<,u, so ist also 

8a tf>amtt>/ii. 

LSlst man also das Argument p ungeSndert und vergrSIsert man den Mo- 
dul kf so nfihert sich am u der Grenze lu und wird also kleinere 

Setst man in der Formel (5*) auerst A:sOf so hat man argam((p) 

BSv/'dC^ss^} setirt man aher Assi, so hat man aMam<^)^ / z:^ 

8sf ^^ nach Theil I. f. 46«; wenn aho Ar swiidien den Grenaen und 1 
enthalten ist| so iit arg am Cp) awischeo den Grensen (p und J?(P enthal« 
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ten, und weO £0>^ naoh Tbeil L i. 48. ist» so ist also 

LBlst man ako die Amplitude ungeSndert und TergrCIsert man den Modul 
J^ so nähert sich arg am(^} der Grause i^^i und wird also ebenfisUs grSlser. 

%. 10. 

Die bcUeo coojsgirtca IbdoIsr.QflAdraitiM. 

Der Modular* Sinus snti wSobst mit dem Argumente m zugleich 
fim Null an» aber nur Ins an emer gewissen Grenze; er ist dann ss ], 
und wird das Argument u nodh Tergr6(sert| so verklemert sieh sein Mo« 
dular- Sinus wieder. Der kleinste Werth des Argumentes u^ dessen Mo» 
dular* Sinus =sl ist» heilse der dem Modul k zugehörige ifoAfüor- (^tio« 
irant, und werde durch K bezeichnet« Es ist also 

waK^l, onJSCsO» taK^^, dnK=i^(\—K)^hf und 

amJK s= Y» ^^ ^S^^^Vy) ^^ ^ 

Hiema€li ist also 

ff 

^ ^fo Vci-f*)V(l^Jt^i»)' ^* * ^A \r(t-.Jsio*y)- 

Der Modular-Quadrant ist also eine Function des Modulsi und hängt ron keiner 
zw^en Grolse ab. Da naoh (• 9. bt 9<argam(^)<S(p» so ist also 

auch» wenn (p ss -^ gesetzt wird» 

Bs ist bekanntUdi i— unendlich» der Modular« Quadrant JE wBchst also 

ohne Ende mit semem Modul k, und ist unendUch grob» wenn der Mo« 
dul ifcss 1 ist; der klemste Werth des Modular-» Quadranten ist nichtNul^ 

sondern -^» oder der cjklische Quadrant; biemadi ist also inuner j^ 

ein Sditer Brudi» wddier beim Wachsen des Moduls k von Ems an ohne 
Ende abnimmt und ss ii^ wenn A ss 1 wird. 

Zum eonjughien Modul kf gehört audi em Modular-Quacfrant K% 
wdkiher eben so tou kf abhSogt» wfo K rom Modul k, und £e beiden 
Quadranten K und K^ nennen wir rnnjugirU Quadranten. Der Quadrant 
K' ist grolser als K^ wenn der Modul kf grfilser als A ist Es ist über- 

haupt» wenn wff wieder rp = tangO setzen^ 
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^ SS tut p- = 0, oder fl = 0, 

^ < 1 ßr ^ < 1, oder ö < 45% 

A = t für ~ = 1, oder 6 = 45% 

^>1 fdr i>l, oder ö > 45% 

i Ä J für ^ = *, oder ö = 90P. 

Setzen wir 5^ = 11 und 2i> = l't »<> »« y = ^*'=VÄ'; dieGro&en 1} 
und q' nennen wir die beiden einfacAen Quadranttn^VerhälüMH, und 
da ^sssX isty 80 nennen wir |^ das dem Modul k zugehörige «if#am» 
menffesetzte Quadranten ^VerhäUnift. 

$. 11. 

Aoadnicke fBr die ejkKscbeo ModuUr*Fuac(ioneo etoM Blooms. 

Nach §• 6« hat man in den Formeln des §• 4. und §• 5. nur pss^^i 
und {r^= — A^ zu setzen, wenn Tß y, z Modular-Stnus dreier Argumente 
a^ b, a-]-h Torstellen sollen^ wovon die beiden ersten so grob sind^ als 
das dritte allein« Uiemaoh erbalten wir also die Formeln 



f I E\ SDaeii&da64-Bo6 coodoa 

sn(a + 6) =8 ; — 7T-\ — n 1 

- 7 ^ — Jk*§o*aStt»6 • 

5n(a — b) 



1 — it>8o«aso*6 ' 

wovon die zweite auch sogleich aus der ersten hei^eleitet werden kann, 
indem man nur — h for h setzt« FQr die Nodular -Cosinus erhalt man 
eben so 

/ I rv cmi foft— SSO 8d5 doa dflfr 
on(fl + 6) s=s r— T% — 5 TT 1 

on(a — b) sss r— ^ — j _ 

Man kann jene und diese Formeln auch also darstellen 

^ t — l:*8a^a sii*o ' 



/^ t z.\ roacn6(lTtoadii2y (o6dsa) 

cnfai*) t=5 ' ■ .T ^ r^ i. 



und erhält hieraus durch Division: 

Cr«IM looniBl a. M. Bd. XVIII Uft l. 3 



fork dSir Mod^^FimH. Md der HmU^Uiegn $. iU 
FSr die Diffwenteo hat man die Formelo 

I vT/— 1— l:*«i*cta*ft • 

Auf Shnliolie Art oder Moh durdi ZinamnieiMetzung «ut den vontehea- 
den erhSU man 

«>(«+*; «» SS ™ azT-^ » 



s. 



^ 



B cnaoti6<-|*8na8n&dn(a — i); 



9. 



do6 daa 

. ftx ^^ raaeii— *M&ttiado(a— &) taacü&dii(a«^b)— Mfrcea 

# • Kx 8oado&4-Midaacii(a4-n •iada&ca(a4-fr)4-mftdaa 
gq(a + J) «: ^-JJ3 i i « ^^^t^ > 

, «\ snalaa— tnidDacaCa— *&) Madii&M(a-*&)— taftdi« 

8ii(a— ») Ä -^5 n ^ } 

^' jco(a-») 

ido(a+^) «=* dnadiift~A^soaMi^OD(ii«|-^)^ 
fdo(a«— ft) SS5 dDadQi^-^Ar'6DaMii^CQ(a--t){ 

dn(a+») « jjj; — i-^2^ « jj^ l-SLi, 

dn(a-») «= —-31 -^ i ts ^^ 1 \ 

* ^ . «V eiia4-doa8ofr8a(a— ft) €06— da&8ea8o(a — fr) 

^ ' ca6 caa 

Zu diesen Formelo fSgeo wir noch 

!enaon6do(a-f &)— doadoftcn(ii+A) »s V^%xkaixkhy 
dDadnftcn(a — ()— cnacn&dn(ii— *i) sn k'^tnawah. 

!dnadn(dn(ii-f 6)— A:^onaonion(ii+b) «s Ar'*, 
doadni^dD(a — »)— A?^coaca$cn(ii — i) ob k'^. 

Die Formein (§•) bis (4.) Icönnen und miisseo auch noch in ande* 
ren Formen dargestellt werden ^ welche weiter unten werden hergeleitet 
werden« 



Er$ifr^h$chniiu §.13, 19 

i. 12. 

AiMJlrtck Dir üt cjrkli^ehe AnplitoAi eiaes Bi^Mt. 

Setzt tnao io den Formelo (3^) tnüdoAps tang.a und tnddoa 
«tangß, «0 erb&lt man tn(fl^b):=^^^^^^^. oder to(«i+») 

SS teiig(a-f-ß)f und da tu (a + ^) *=^ (eng am (a 4- &) ist^ ao ist abo 

taDgam(a4'^) = t&ng(A+ß) oder eiofaGber ain(a+^)«^a-i-0« Ebeoao 
fiodet mao am(ii— &)£=r6— ß, imd da ^ c= arotaog(tD0do^)9 fem« 
ß^PBarctaog(tfi)l^doii) ist| so bat man die Formelo 

I ^ 4 am (tf 4-^) S2=5 oro laog(to a Aob) + aro taDg(toj( doa) uod 
famCa — h) as arotaag(toadD&) — arotaog(toAdo4i) 

noch 

Setat man b = a, %o erbSlt man noch die ipeciaUe Formel 

taüdna acs taDg|^am2a» 

Ans der Formel tanga^toiidni^g^g^ ^^&*^^'^V\cuPalt^a4»t^ 

"^ ^^" v"(eu^a4i^aJ>^t) < * •'^ €n^a = l— sn^« und dn'&» 
1— Ap^sn^i ist^ so reducirt sich der Ausdruck ai'ü + sn'adn^ft auf 
1«— ^sn'asn'i^ und es ist also 

• sag dnt ^^ csa 

""* ** V-(t--Jk?«i>asrf*)* ^•^ " V{l-t*ss*aso*A)' 



Gans eben so» oder durch bloise Tertausdmog der Buchstaben ü und b 
erUttt man 

•^»^ "" v^(i- *»«.«« «.?*)• ^'^^ =• v^(i-*«..«o»>*)' 

Die Birdte der Fonaelo (13^) gieU« weoo & s a gcictBt wird, 

amO 8 0. 

Ferner erbSIt man ain(ii— £)ae:— «mC^ — «), «der« wenn man 4>— ^ae« 

setzte 

am(— «) «B — Mnei. 
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i. 13t 

Die c^klisditn ModvUr-PonclioiirB »od die Anplitode des Conplemento. 
Zweite Art to« Formeltt Itir die Feactienea ebes Biflome. 

Setzt man ia deoFormelD far «i(a-*i)y cii(a — 6), to(a — b) und 
dn{a^^b) des §• IL das Argument assiK und hissu, so erbfilt man^ 
weü OQD snassl, cnasssO und du assi/ist^ auf der Stelle die AusdrSoke 

wdohe so bSufig zur Anwendapg kommeiiy daf» de sieh ÜMt tob selbst 
dem Gedfiohtnisse eioprSgen werden. Die Formel für 8m(a— 6) im |»12* 
^eb^ da arotaiig(tnadnft} nua -^ ht, 

am(JiC— «) a= y~-aroteng(^teii)^ oder 
16. ^am(JC-.«)«-J— arc85D(^) oder 

am(Ä— ») « f -a reoo.(^). 

Das Argument K — u nennen wir das Comptement des Areos «^ uaä we* 
gen des häufigen Gebrauches der Functionen des Complementes fShreo 
wir die folgende abliurzende Beseichnung eins 

amcti SS am(JSC — u)^ 

SUCH S3 sin amen ss snCJT— »lO^ 

cncif s=5 oosamotf sss cn(jK^~tr)y 

tncn SS tangamcif =s tu^K-^u)^ 

dnc« = dn(£-T-ir)« 
Da nun audb u das Complement von K-^u ist ^ so ist 

CDU ^ ^ foeM * ■ «• • # % 

17. < ^ j 

<*«««- d^» *»* = "d^» "^«"^ diie(— fi)ssdncai 
worans wir nooh zusamroeoRetzen tac« dno« ass ; — -~ , Wir maofaen von 
den Toratebenden Formeln schon jetzt Gebrauob. Setzt man in def Formel 



SrMiirjthMokniii. $.13. 21 

SD(a— p)ss ' — rr—i—rr n lor a an die Stelle K^a, so ver» 

wandelt «oh a — h m A — (ß^h)^ und es ist also suoädist 80o(a-{-d) 

snco €■& diift<-»8oftcMadnca 



1....I:» sac^o 811*6 



Der ZShler dieses Bruches ist tino^Iei mit 



•• 



—5 r-= f und der Neooer u(t einerlei mit 3-= 

dna da* 41 da'a 

» ^^ , folglich ist 

IR. *"^C^i"^'' ^ da* a du» 6 + ^»*:'* «0*0 80« 6 > 

/ »V rn /» do a cii 6 dn&-f"^^^^"^^°^ 

SnO^a ^; — dB^ado^^-f.Jk'ib'^aa^aSQ*^ * 

^f jf n • 1. A :■• o I f^ % %\ ciicaca&-f-80cadacasnftdo6 

Für ifie Cosinus hat man die Formel cnora + ö) = = — b — r r£ ; 

der SSuhler dieses Bruches redudrt sieh auf -Jflf — ^^.v ^"^^"^ ° > 

du* tf 

folglich isl 

f t ti\ u saadaa OBfr-f-Bo& da^cna • 

* ^ j». «^ anadaacoft — sn&do&cna 

010(4-^0} = *'.j^-,^j^,^^.^,^,~,-;j^j;^- 

Aus diesen und den vor^en Formebi erhfilt man durch Division 

♦ i»^ ^AA <•— ^^^^^ caSdaR— y*8aa«a& 
tnC(a— ^, — ;;^^/(8oadaa€a6 — aa5dB6oa«)* 

Für die OiSerenten haben wir zunüohst 

- . . •. dacadQ5-4-A*8ncff cQCtfi aaicofr 

dnc (a + *) fi=s T^n — i — ri 1 

V • * 1 — /c^äiic*a8o>6 ' 

« •■ • t_ » f^..i_f 1 «-A c ^(^oa dnft+Är* saacaasaJcnb) 

und da sich der Zahler rcducirt auf — ^^ -2-_- i go er- 

du' a ' 

hSIt man 

^ / -L. A^ — -> ^ ^^^ q dn 6 -f- ]fc* sn d CO a sn & cn 6) 
dnOCai-^; ~ do»ödD«X+r«>»8a*asnU ' 

- ^ A\ — ^^ (<iP q d a & — '/c^floacoa sn^cofr) 

dnc^a—- 0; do»Tdo*z>-|-it*Ä'»8B*^bD*6 * 

Da sntiss ^^ ist» so erhalten wir noch, indem wir a + ^ ^i^ ^ setzen 
und die gefundenen AusdrScke substituiren^ 
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Da ^ifl+^)=' ^ZttaX% "*» "^ ***^*®" ''^ 

^^ I • l+pjeoaoiocnca cncÄ 

I , «. cnadaarn&dafr4-X/'8iia8iifr ciiaeo&4»f|icacii€6 

^ ^ dfiadoo — A;' 80acua 8o6r<i& j «^ • • 

1«— t;| .coa cnftcara cncA 

Weiter ist for die Taogentea 

J -^ *^ cofldoa cn6 d«jfr-^*'^8aa«n6 *"^ doa dtt6 — W'^inaXnb^ 

Htf A> •— sng dng cu&— 6n6 dot rng ^^ tog dng — ifltdo^ 

Die Formeln (21.) können eodlioh auch al$o dargestellt werden; 

. / i^\ io» a dii? i^ + jfc» ifc^» 88* g 8«*» 
^- - V. T* ^ dsgdji&-|-A:?8«g8ofr mg vttfr * 

j / J^N d«> g du« Ir 4- Ä:**'» 811« a 88* 6 

^ ^ du g du 6 — X:^ 8flg8a6cug ca6 

Dals die Formeln (22.)^ (25.) mit den Formeln (l.)— (4*) fibareinstlnii» 
men, davon kann man sioli auch leicht durch ihre wirklidie UmCtHrmuog 
tiberzeugen« 

i. U. 

Die Formeln (17«) können ^ wenn man darin •^— n (Sr v aebs^ 
auch also dargesellt werden: 

fO 



sn 



(|+u)«--| — -, ,„(|:+«) = 



TjK \» "' V 2 T^ "/ — rTTÄ V 






V 



Ist abo ein Argument gr6iser als ^ und kleiner ris JC^ ao fc6n« 

Den die Functionen jenes Argumentes den vorstehenden Formdn gemSb, 
leicht aus den Functionen eines Argumentes berechnet werden^ wekhea 



Br$t€r^b$ehnitL §.15. 23 

um ebeo soviel klaner bt ab -^9 ^^ ^ gegelieoe Argument ffSbat ht 

ab -7-« Wie werden bald sehen^ dab aberbaupty weon die FunotioiieD 

aller Argumente, welche nicht grSlser ab ^ sind, für einen gegebenen 
Modul k bereits berechnet worden sind, dbraus die Functionen beliebig 



grober Argumente für denselben Modul k sehr leicht hergeleitet werden 
kCnnen, und es abo eigentlich nur auf die Berechnuog der Wertbe der 
Modular* Functionen solcher Argumente ankommt, welche nicht grober 
sind, ab die HSlfte des dem Modul zugehörigen Modular* Quadranten» 



Setzt man in den beiden letzten Formeb « ssO^ so erbfilt man tn^ -rr 



1 K 

p- uaä dn^ -^ s=s k', und hieraus folgt 



K 
to 



1/-^ 
•'l^ 



A^hA^ 



2 - fi^kf - ,/fl+k 



JJA / on ~ S3 1/ ^ ... 



\fm+\/{¥) 



dn § s /•Ä'. 



h 15. 



Dir AspütoJim und UbdBlar.FomlioMa «iacs rcdira AnruBeales ibcffcupt inrfickgtfiikt 

SeCxt maa in dea Formdn (16«) iSr « so die Stella •— «y so er» 
bfilt tnaos 

ain(£+«) SS ^+arotaog(A:'toti), 

oder 

«»(K+«) = f + areo«(S^), 

Ad^rt man diese Formeln »i den Fwmeln (16.), so erhSIt man 
27. am(£+tt)+am(JiL— fi)8S4rj oder am(JS:+if)sx-— am(£— tf> 

Seist man hierin K— u für u, bo entsteht 

am(2ÜC— tr) =s «■— amw; 
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wird hierin — ii for ii gesetzt, »o erhält man 

öni(2Ä-f-u) = sr + amtf; 

so oft also das Argument u um '2K vergröfserl wird, oben so oTt ver- 

groüiert sieb auob amtt um Tf; daher ist überhaupt | wenn m eine ganze 

Zahl bedeutet^ 

28» am(fi4~2miC) ss fTtr + amfi. 

Setzt man in dieser Formel noch u±K für v, no verwandelt sie sieh in 

am [11 + (2 m±l)Ä:] = (2m + l)|- + arotaög(*'tntt) und 

am[(2iii±I)jK:— ti] = (2m±l)4 — arotang(*'tnii> 

Der Gleichung (28.) gemäfa ist auch 8inam(fi + 2mJE^)=ssin(i9ir+amii) 
ts: ( — ])'"siuamfi, oder auch 

30. sn (n + 2 «I JC) = (— 1)-. sn iL 

Femer ist 008am(ii + 2mJiC) ss cos(mxr+amti) & ( — l)"'oo8amir; oder 

auch 

31. cu(U'^2mK) « (—ir.cnt«, 

DiTidirt man (30.) durch (31.), so erhalt man 

32. tn (u + 2mK) ä tnti. 
Differenziirt man endlich die Formel (28.) und wendet man dabei dieFor« 
mel (7«) des §• 9« an, so erhSIt man auf der Stelle: 

33. dn(tf + 2mJS:) = doli. 
Die Differente ^nes reellen Argumentes ist überhaupt immer poaitivy sie 
nimmt beim Wachsen des Argumentes anfangs ab von Eins bis kf und 
dann wieder zu von k' bis Einsy und dieses Abwechseln im Ab«» und Zu* 
nehmen geht ohne Ende fort. Zu den Formeln (30.) — (33.) führen auob 
die schon oben gefundenen Formeln 

sn(JS:+fi) = sn(JK— ti), dn(l!L + «) =: dn(K— fi), 

cn(jK+ti) = — cn(JS:— ti), fn(Ä^+tt) sc :• tn (JRT— fi). 

Setzt man hierifrJB[--u fär u, so werden sie 
sn(2Ä — II) c= snü^ en(2Ä— ii) t» —cnti^ dn(2K--u) = dnti, 

tn(2J8:— ti) = — tnto 
und wird bierin noch **-*ii für u gesetzt^ so erhSlt man 
sn(2JK:+»)s=:— snti, cn(2 K + ii) =5 —cnti, tn(2Ä+ir) = tnti, 

dn (2 ÜC+n) SS dn II* 
Hieraus schlieist man aber ohne Weiteres die Formeln (SO«) — (33.)« Es 
bt also auch 



35. 



Erster Abschnitt $15. 25 

m(2K)aO, cn(2 *) = _!, to(2lC) = a do(2Ji:)=il, 
8ii(3K)«— 1, €ii(3JC)«0, fn(3Ä:) = i, dn(3Ä:)«*', 

8o(4JK:)«<V üii(4ä)» + 1, ta(4JK:)«0t dn(4JK:)«l, 
^•\M(2mX)«0, co(2mi:)=(— ir, ta(2«iiC)«0, dii(2fgiJD»l, 
lM((2»+l)K) = (-tn cn((2m+l)JK) = 0, to((2m+l)JK:)»i, 

dn((2m+l)£)sifc'. 

SeCxt man in den Formeln (30.)— (33.) noch K-^u fSr n^ so erhSIt man 
/sn((2iii+ 1)Ä— ti) = (— ir,snc w; «i((2m+l) JC+«)=(~tr • mcir, 
)cn((2iii+t)iC-if)=:(— tr.cncnf cn((2m+l)iC+ii)=(-ir+*.onctt, 

liln((2fff+l)JC-*if)s=:dnotfy: dn((2m+l)i^+«)Bdnoti. 

IVenn man in den Formeln (30*)— (33«) setzt 2in fSr m, so bat man 

sn(tf-)-4iftjK) SB sotf^ tn(M'^imK) &= tni^ - 
cn(»Hh4mJr) =3 entr^ do(u + imK) =5 inu. 

So oft sich also das gemeinschaftliche Argument u der vier cjklisdien 
Nodular «Functionen um 4 IC vergrClsert^ eben so oft kiehren noch gleich- 
zeitig dieselben Werthe ^Beser Fonotionen fi^eder; daher sind die cjrklischen 
Modular* Functionen perioHs^, wie es andi die cjrklischen PotenziäU 
Fnnctiooen sind; der Umfimg einer feden solchen reellen Periode ist 4JK]r 
und aus diesem Grunde ist JRC ein Modnlar^Qnadrant genannt worden« 

ZttsatJU Dividirt man ein Argument u durch K und multipUdri 
man wieder mit -y f so kat| wenn j^ es ijti^ wie im §• 10« gesetzt wird, 

sn« einerlei V<irzeichen mit sini)«, 

en« einerlei Torzeicheo mk cosirti^ 

totr ehMrIei Vorzeichen mit tangiitf^ 

dnn einerlei Vorzeidien mit /*(!— A^sfai'i)ii), 
anfserdem nehmen auch die hier einander gegenStier gestellten Functieneo 
gleichzeitig zu und gleichzeitig ab, und wenn u einen ron den Werthen 
0^ Kt 2K, 3K, iK, SK ete. hat^ so haben die einander gegenüber ge* 
stellten Functionen gleiche Werthe. Es ist also 

sn« gleichartig mit sini|V, 

en« gleichartig mü cosi|ii^ 

tnu gleichartig mit tangijif^ 

do« gleichartig mit /"(l— A'sm'qü), 
wenn man hier unter Gleichartigkeit versteht die Debereiostimmung nicht 

Crelte» lonml d. M. Bd. XVUl. HfL 1. 4 
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mir in deo Vorapfohenf soodsrn aueh io den Wertbeoi wenn u irgend 
ein YielfiMlies von iT iit* 

f. 16. 

iMe byperboUschcii Mod«lar*P«iirtiaiieQ tberiiiHipt 

Seteen wir b den Integralen (L) des f. 4« ji a 4* ^ i f = + ^^ 
^8l> so haben wir die Grundformeitt (or die byperboUschen Modular» 
Functionen« Ein sdohes Integral ist dann 

dt 

oV"(l+l»).V(l+l^*l«)^ 
mid in ihm ist wieder Ar swiseben den Grenaen Null und Eins enthalten« 

l¥Bre k^O^ so w3re ti8^^J|:^=lto6in also rad^wiirta 

t^^xnui wSre aber Aasl, so würe iiÄ/jTTjiesarctangCI)^ und 

also rnckw&is /stangti oder auch fs@{ni?ii/ ist demnadi k a w iseh en 
den Grenzen Null und Eins enthalteui so ist | xwisclien den Grenaen ®tnu 
und ^xniu und also Oberhaupt zwisdien awei byperbolisohen Sinus eot« 
halten« Aus dem so eben angeführten Grunde nennen wk t den hjfper^ 
hidkcAeH Modular^SmM des Areumentes « f8r den Modul fu iTa+D 



/ 



TanffoUe und /*(! •{- Ar*/*) die Jl^ferboUeeke Dijßwmle des Argumeotes u 
für den Modul A. 

Die foigaide Beceiobnnng werde tt^ewandt: 

Den Zusammenhalt unter diesen vier hjperboGBolien Bfodular- Funotio* 
nen, wdohe auf da ss e lbe Argument u nnd denselbea Modul h besogen 
dn^ drucken ans die Formeb: 



61111« /((&i»«-l), i:^ « ^. 
iDnli » /(i +^ ^"'») *" /^C*^ +^^'<') B /'(^'ii— A" 6a'tf)» 



Erst«rAb«ehmi1t, §,17. 27 

Naoh ^ 4. bt ferner 
®n(— »)s*— ®tt», abo (in(-u)sm<lnMj tn(--u) *s —tnu und 

wird das Atgument m s= gesetzt, so ht 

©nOasQ, SnOal, SnOaeO, t)nOast 
Naob dem Ohtgeo ist ®nv zwisehen deo Crrenzmi (Sin« und @iiii8tf ent« 
halten, und da iu'^th obo auoh @inSti>-@intf ist, so »t also 

@in fi < @nif < @tti 1? ff , 

folglkli 

<So$f«<€ntf<€o^i;tf» $att9«<$ntf<$andfii. 

Bleibt dso das Argumeat u uogeSadert. und TergrSfsert man den Bfodulife, 
•o vetgr66eni sich alle vier hTperbolisobe Hodular-FunotioDett. 

^ IT, 

Ente DiflbcptfaJe der hyperbolisch Modabr-FoiMiieaM. 

dt 

Weim man In der Formel But ~. . 



Werih ®nfi substitaift^ so hat man dti s _.^^, mij gig^ ritckwärts 

DiflforaDifirt inao die Gleichuog (Sn'n — @n'ti ss t, so erbSIt man 
<Sni^d&iiiss:@tiii.d®ttii und also 

2r d€ni^ SS @nii.X)iitf,d|i. 

DUforensirt man deo Brudi Stitf ss^^^ and sufartituirt mao die Forhfai 
{0fiiiideiieo Werthe^ so erhiilt man 

AaaderGlelobuog IDn'yal+A*®«'« folgt SDii«.d!DittfaBj^(3n«.d@iitf, 

and also 

4, dIDn» =B ^(Snif ^nif.dtf. 

Wird der gnsammeohang swischen dner Modular« Function und ihrem 
Argumenta umgekehrt, so Aent folgende Beoseidmung: 

Ist /ss@ntf« so ist «as§{r9®n(0* 

Ist ^»^1^, so ist «=:9lrgSn(/). 

bt / =5 $n V, so iat M =s Vrg $n (/). 

Ist /s^nv> ao ist «ssSrglDnCO* 
Siemaob kSnoeo die Torigen Formeln auoh also dargestellt werden: 

4* 
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f. 18. 

Die Aiii|rfN«ae to hjrparibcBtclieii Moddar-FMcticMN.. 

Die bjrperboÜBdMO Modular- PaadSoneD kSaneo ia AnwMidang einer 
vermittdiideii Funotioa «if bj^eriboUsdie Potoimal-FttiietioiMo sarSekge« 
PSbti werden. Da nSmlidi @n« simohen denGrenaeo @{ntr oad ®m9« 
endtalten ist, so k6nnen wir setnn ^narss^in^p, dmn Ist tlMr (Enacss 
€o<4/, $n«(s£attdi^. Der Arous ^ beifirt die Ampf Uu de (hjrperboUsehe) 
das Argumentes tr tat den Modul A; in Zeiehen ist ^*n%mu, und wn* 
gekehrt iis=f|r9Vm(^)« Hiemaeh ist also 

(@nifs®iit9bntf> $nt*cs$atift9(mtf, 

** jen«s€o«9lmt*^ X>ntfs/'(l+A^ein'9(iitK). 

Wen nach Tbefl L ».5. ^ » log|/[^^| skig((£e«^+®tK>f')'* 

2. amti«logV^}±g2«|og(€„„+@„«)«Iogg_^2^. 

Wea ®mx^staog/^//, also |i//cBarotang(@in^) s ykigj^l^j^^ 
aaeh Theil L f. 37. ist, so ist also aueh 

3. /9Un««|tog,/|±(gj. 
Da $(iit9i^= 1^^^ Ist, «» ist auch 

Seilt man in der Formel • ^f^ yT^^opiX-^-kU*) '^***"» <=®«i^, 
so ist d/sB^t^.d^, nud also 

5. »rd»in(>f^) » 

r 5j(» /• a» _ /• £• 



Er $t er AlsetHitt $.191 

Wenn naB, wie In $• 9l, aefal 
eo findet mtn aucii den AwdnMk 

Da 6n(— «)»6inS(iii(— if}»— 6n« M^ soiM 6n«a®itt(— $faR(— «}) 

s6in$bnM, wid dso Km««*— flm(— tt) «der flm(— >•») =— tfan«/ 

femer iat 

SbttO as a 

Da Cnic oder StnSfmt« swbdien den Grenaen ®{Rif und ®hil?tf entfid- 

ten ist, eo ist also ^mu awiscben u und in enthalten, and da {m>w tit, 

so ist 

7. u<9bnu<iui 

veifrS&ert man abo den Modd 1^ wflurend das Argument ti nnverlndei« 

bleSi^so nähert sieh SmaiderGrenaeS«^ d.li. es wird anehSbnn grSftecw 

Setat man in der Formel (5.)aiient kmiO, ao batman 9(iftKm(«^) 

es /'d%ps8^; setst man aber ibnl, so hat anan ^^(^)»y ^^ 

cs/i^; Ist also k zwischen den Grcnaen Ndl und Bina enthalten« so ist 
9(rgSm(4') zwisdien den Grenaen ^ and 1^ enthalten» und da i4f<Af 
ist, so ist 

wird also der Modid versrfibert, orihrend die Anapitaide ^ onferSndert 
bleibt, so TerUefaiert sich 9bg9(m(^>. 

Düerensnrt man die GMohnng 6ntf aa6{R9(mif> ao erhUt man 
^^mtf.d9(mt(flB^«.£nti.dir, and da^e«lfoi«aa^tf M« ao iit 

ft» d$tettt SS fktf.d«. 

$. 10. 

AMiriick« fir die iiyp«MiaciMa lMiihr.r«i irti >w tlMS BiawM. 

Seilt man auch in dea Formefai des f. 4. and ft5# jetit ^ss + t 
ondf asifc^ f(Bni6r4Pss0ii^iiiid/a®iiA, soi8l«s^n(a+d)| iwddbo 

0ii(a+») » rr fc»^««afe iit 1 

i5tt(a-*) = r=:jtt6n<aei^ • 

FSr iBe Cosioiis erbBlt man dia Formeln 



so !• Gmdtrmann, Tfttorit dn Mod.mPunet, und dtr 1U»d,~btUgr. §.30. 

*"^«+*> = i-^k^^to^^b » 

«n(ii-6) « t-t»gn«a® i?t • 

Wetden die FonnelD (1.) dureh (2.) dlvidir^ so erhält uao 

Die aUgemeiMn Formeln I8r & Diffareoten swd 

©n(a+») s iJt«ett»a^«» • 

Setst nMn $atigan$noJDn& und tan^ßsatnb^na, lo irt Sa(«+i^) 

i%^ty^ » »-»^ «»^ 5«n«am(«+»)«$ans(a+0), oder 

Slm(a-f-t)»a+ß« Ganz eben so findet man Sfatt(a— i()e8a— »ß^ imd 
es M also 

^ i9(iii(a+d) SB arctand(Snaa^n*)+$(rcSan9($n61Dna), 

* f 9(m(a— i^} es 9(rcSan9($naX)nft)— 9(rcSan9(Sttft;DnaX 
Es kSnnen diese beiden Formeln auch also dargestellt werden^ 

(»m8( ^''i-*>t'"'— *> ) - SnaDut. 

Setst man ft as a, so erbSh man dBe speeielle Formel 

tongf $liii2a es tnßl^iMf 
IKese Relationen mSgen hier hinreioben; wir werden bald sebeni dafs man 
die noob fehleoden aiieh sehr leioht aus den analogen Formeln herleiten 
kann^ welohe fSr die ejrklisolien Modtilar • Fu nctionen gelten« 



fJangP^ 



IflM^olre RaktioiMi swbebaa dea ejkiiiciMi ood bjptibolbdMo Modrfar «Fnirtioeaa, 

Es sei «»sn» oder « «/ v(i~««) V\l -*«««) > ^^ ^ 
so ist ^z'^f*, und da iSr ssO auch <sO ist, so M 



'* \co(ui 



Er$t*rAb*ehnitt, $. 2(X 3| 

imd da t^=iz ssl.sntf int, so ist 

i @ii(iiJ)esf.8Qir, hlerain ftd^ 

Diesen Formeln genuiCi lionnen die bjperbolkohen Modttlnr»Funotk>iien 
des imaginSren Argamentes tri sehr leioht auf oy^klisdie Modular-Fnno« 
tionen des reellen Argumentes ti, ohne den Bfodd sn verSndenii aeurSok* 
gefihrt werden» 

Setzt man in der Gleichung &n(ui):ssimu für tf an die Stdie 
uif so hat mani da i'cb — 1 ist^ @n(~if)s=isn(tii% also — @ntis 
iwa(ui)j oder 

m{u$)sii.&nuj und also 

Die fljklisohen Modular- Functionen werden also eben so auf die hjrper» 
holiscben^ wie umgekehrt diese auf jene surSokgefiihrty wenn das Arg»« 
ment imaginfir ist, und die Form ui hat. 

Da @n (II t}8s®in 91m (fit) ist^ so ist 6iii$Im(tff)ssisinam« 
€in(tamtr) und aha 

3« 9(m(iit)sl.amtr; eben so findet man dm(u$)ssLfbxitk 

BetjBt man jedes Glied der Gleiobung ®n (iii) » ••snüss li% so ist 
uima^&nißi) und ircsargsn(0, daher ist 

^i&n(t$) sc t.argsn(0/ eben so findet man 

wenn ^^1; ferner 

4. <ar9$n(/i)=t.argtn(0» 

'9(rd!Dn(0 » t\argdn(/), wenn I<1 is^ 
^t^9im(ti)9m t.nrgamCO. 

Mmftrfuw Wefee findet man auch umgekehrt 

wtgm(ti) SS i\31rg@nC0> 
•rgcn(l) 8f\ti(r9$n(0 für i>U 
aigtn(/t) s i.9CrdSn(0f 
argdn(0 « t.»r92>n(0 für <>I» 
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$. 21. 

H/puMtacU MoMar^FanctiMMB iu Argmmf vm Icr F«nn w4>niJr and a±H» 

Nach $.20. rsl 6it(IX)sBslaJr, und im mKtmi ist, so ist 

^ J®ii(iÄ) » I, $ii(ijK:) . ^, 

Un(«JK) s 0, «)n(i'Jf) = k*. 

SMsl man mm in den Fonnain des $• 19. für ®n(«±A)» ^(«±A)9 
$n(«H|: ) nnd jDn(«±6) jetst ««■ •£ und ksBU, so hat man 

MnhlpSdrt man die Gleichung an(«+2mJr)a(^l)»8n« mit *% so er- 

bStt man ®n(iit+2mtjr) n(— ir.6n(«0» «n^ iHnl hierin -^ fiir « 
geeetit» so entstdtt 

3. 6n(«+2m»K) -» (— ir^önii; 

Da en(«+2«i£)fls(— iren«^ ferner ^(«(•+3mtJ|[}aB€n(i(4>2MJC) 
und en(iit)>sen« Isl^ so ist also €n(triH-2miJr)a(.l)- «»(iil), und 
dfese Formel verwandelt sieh, wenn » fir « gesetrt wfrd^ in 

Ferner erfailt man ior die Tangenten 

5. Sn (« + 2 miK) ma tn% 
und I8r die Diffierenten hat man 

6. ^n(u+2miK) «■ IDa«. 

Da diesen Formeln gemSb ^n(n+4iniK)iBenu, ^n(ti«f 4mljK) ob 
Sit«, Sn(«+4mij8r)s$n« und )Dn(«-^4m<JC)a!tm« ist, so sfaid 
die hTperiralisehenModular- Functionen periodkieh, 4er fJmfimg tkitrjeim 
Periode iai imqpHär und sb4IJK1 

MnIHplioirt man die Gleiehnng am(iir+ti)aBy + ar«tang(it'tnti) 

mit >, so erhält man sofort »m(IJi:+tiO«SY+9(icSMi9(ie2n(«t)) und 
also auch 
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9(m (iK+u) SS3 ^ + ^ntaniik'inu), wie auch 

9(m(ii— Iä:) s= — y + 5(rc tong (Jfe' tn «). 

Hieraus folgt 

i9lm(rX + «) + $(m(iJE— «) = tJ und 

j ^m(u+iK)+ 9(m(ti —«Ä) = 2.3(rc JongC*' Jnn). 

Aus der Formel (28.) des f. IS. eriiält man sofort 

Setst man in den Formeln des$. 11* nur ai fSr a und hi für jy to erhfilt 
man ohne Weiteres die Formeln des $• 10.; läjbt man aber a reell« und 
setzt man Mols hi für b, so eriiSk man 

sn («—*!) » —--——-- j 

11. J *■ ^* "•" **^ *" l+A>N*a0n^ » 

on(«-*i)» ■ i+ifc.s,>a@n«& * 

dn(«-*i) = Hlt«..>a®ll*fr • 

Fnr iB» AmpCtuden hat man die Formeb 

i9m(a+hi) 95 •rotang(tna^n^)+it(rc2:nd(Sn6.dn«X 
^ {am(a~^0 => arc«ang(tna;Dn&) — iSlrcSndCSn^.dna)^ 

and da überhaupt $(rc Sang (0»i?«ra sin (0 ist» •<» kSnnen dieM beidea 
Formefai anoh alae dargestellt werden: 

am(ß+H) SS arctang(tn«^>)+*i?aKsb(Stt9dna), 
mnia-^ii) ■■ afotang(tn4i^n^)->-i!?aroflin(Sn}dn«)« 



CraUe't Joarnal d. M. Bd. Xmi. Bft. I. 
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Zweiter Abschnitt» 

f. 22. 

BioiMhs Rdftlioiico ttoier deo cjUischeii ond bypctlMilisdiett M«hhr*Faiiclioiieii 

vk reelles Pormeo. 

So wie die cylLliscIieo und hyperbolisdieQ Poteiiidel«F«DOtioiien 
ohne alle iroaginSreo AusdrSofce auf eniaiider siirSolcgefSiirt werden l(6mient 
ta l(ÖDnen auch die cyiüiMhen und hjrperboliMhen ModukMT* Functionen mit 
g&mdioher VermeiduDg imagiofirer Formen auf einander surSdigeiSbrt wer» 
den ; und wie sich l>ei jener ZurudLfiihrung (Theil L i. 37.) dne Redpro« 
cit8t SU erliennen gab, so stellt sieh auch bei dieser eine nicht minder ein» 
tadle Reciprodtfit ein« 

Nach J. 8. ist arg ^(fi'=^f^ ^(i^^^)^^i^j,,^^^^ ^ «»* wW in dieser 
Gleichung der Modul k mit dem coojugirten kf vertausobti so ist: 

arg to' (0 «/7Tr+?i7^'(i+*n5T> 

und da nach $• 17« auch 

y^ dt 

ist, so ist also argto'(0«^rg@n(/). Setzt nan jedes dieser beiden glei- 

ohen Argumente ss ti^ so ist t^atn'u und auch / as ®n tf^ folglich haben 

wir die einfache Relation: 

@nii SS tn'«^ 

wodurch der b)rperboliBohe Sinus des Argumentes tr für einen Modul k 
«wf die ef lilisohe Tangente desselben Argumentes mit dem conjugirten Mo- 
dul kf zurfid(ge(ahrt wird. Aus dieser Gleichung folgl /'(l+^Bn^M)ta 
/'(l+tn'^K)» oder auch 

€n«s 



Wird hierdordi die vorige Gleichung di?idirt, so erhOh man XttM^sMn\lu 
EndUch ist /"(l+A^Sn* «) = /(!+*' In'»«), oder auch 

_ do'tt * 1 

IDn« 



Cn'li BDC'li 



Sdlensich die hyperbolischen Functionen Snu, ^nth ^u, inu und %nu 
nioht mehr auf den Modul k, sondern auf den coojugirten Bfodul kf be» 
aeheU) so 8ndem wir ihre Bezeichnung auf fihnliche Art^ wie bei den 
cjrkKschcnFunctionen^abini&n'ii» (In'u, ^n'u, tn'u undStm'ti. Machen 
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wir von dieMr Beniobmitig Gebraimh, und merteuseheii wir in duk vorhin 

entwidkolten vier Formehi die beiden oon^girteo Modul k und hf mit ein^ 

ändert so erhalten wir auf der Stelle nodi vier neue Formeln^ und wenn 

wir dieselben den vorigen io folgender Weite g^ennbprstellen i 

@n« s=7 to'n und %nu s= tti'n, 

1 1 

$nti =3 sn'ti und tnt^ n ^n^t^» 

JDttH = ^ und dutf = f5!^, 

•o sehen vriri dafii die b^perbolindien Nodular • Functioneo durch diese 
Formeln ohne alle imaginHre Formeln gerade eben so auf die fqr kliseben 
Modidar-Funotionen surSokgefShrt werden^ wie umgekehrt diese auf jene. 
Audi wird man die Aehnlichkeit nicht fibersefaeui weiche swischen ifiesen 
Formdn und denjeuigen Statt findet^ wodurch (in Thail L §• 37«) die by« 
perixdischen Potenzial i-Funodoneii auf die ejrklischeni und anigekehrtt in 
reellen Formen aurnckgefohrt werden« 

Aus den vorige Formeln folgt noch 

i /gnü— i _ i/ l — ca^y , |/ 1 — cüK _ ,/ gn/ii ^ i 

oder» vraa einerlei damit ist 

2f Sangi^Sfnitf s taog j^am^y und tangl^amir s^angi^^im^fi. 
Diese Formdn lassen sich auch kurz also herleiten^ Aus den Formeb (1^) 

folgt 

tnu ^nu s tn^« dn^t^ und tnü^ dnn s=s tn'u1^-th 

und de nach S.i;^. ist tut^dnustang^amSa^also tn^ndn^ifastang^an^^lf^ 
femer nach f. 19. ist $ntf ^Dnn s Sang| 9(m3y, also Sn'ulDn'iisa 
ian^jrVlwfiu, so ist 

Sandit$(m3iistangiam^2ii und tang^amStiaSangiSIm^Se!^ 
nnd diese Formeln fallen mit (2.) zusammen , wenn man darin nur noch 

-^ für ti setzt. Auch nnter den ejrklischen und byperboUschen Amplitu» 

4Bn desselben Arguments g|ebt es sehr einfache fielationan» wodurch sie 
auf emender surSckgefuhrt werden« Setzt man für den Augenblick am^« 
es: ^9 dann ist tn^i^sstangam^tfs= langes @inj?^ und da auch ®nif 
sstn'« isty so ist also @m$(mtis= ®mS^i oder einfSM^her 9(mv»i?9'f 
und fdgliidi 

3. ^mu^siiamfuf eben so findet man amn s l^m^m* 

5^ 
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Tartainohl man nooh die beiden eoofugirten Modul 9 so hat man 

^m^tissj^amtf und am^tiss/9(ntii. 

AamerkoBg. SftiC maa den Sbdal J^ssO, m wird «Biissai, dM isl tusrnZmu 
ßa dta Modul ss t imd Imssnnu iSr dei Medd asl. 

Wir machen von diesen leisten Formdhi sogfeMi Gebraudi« Ter» 
tansoht man in dtti Formdn (5«) dea |« 19. dte beiden oonjugirlen Modul» 
ao aind sie 

Bs ist aber tn'a.fOu'h s sna.^ » =T «id Sn'».lDa'a s ;^, 

CO MO Q 000 41 

S(m'(a±i}s£ain(a±»), und 9U(ZMd(t)taiuctia(t),tii»tfkhhAmink 

«•m(a+») « «arc8ui^) + «arüsb(^), 

Oannt der ante Thcil Aeser Formel reell sei, mtils ~|- ab «g^kfiBeher 

Sinus nicht ^l^ und auch nicht ssl sebi wefl Saro8!n(l)ss£Y nnend« 
lidi ist; setzen wir aber sno^^sn«^ so mufit K-~-b'^a and dbo sein 

Ist diese Bedingung erfallt, so bt andb K — a'^h, also 8noa^sni> folg« 

lioh :^<1. und also audi der »weite TheO der Formeln (1.) reell. 

Beide Formeln (1«) sind abo reell^ wenn a-^-h^K wL Seist man in 
den Formeln (la) noch JT—a I8r a, so yerwandelt ach M+k inÄ~*(a«— ^) 
und a-^b in iS^-— (di + ^}> und es bt also auch 

«amo(«+») » «arosin^-Jarnsingl), 

«ame(«-J) « «arosin^ + £a»«in£i). 

Diese Formeln snid reell» wenn a^b, und keines dfaser Argumente 
>£ ist. 

Die Anwendung der Formdn (1.) unter der Vor au s s e tau ng, daft 
a-^b>K sei, setst die Kenntnils des Verlialtens der Funotion £^ unter 

der Tomussetzung, dafii <P>-7- ^ voraus. SfeHt mm dSe Formeln (1.) 

wieder in der Gestalt 
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nad Mtzt man ai für a, wie audi bi fBr b, so iiat man Mflh f. 20. 
ThaSI. i, 48. Zmats) wf der Stelle die neuen Formeln 

Seilt man in den Formeln (1«) blola H fBr kj so werden sie 

mid Terwandeltt tkli tiaOf wenn man die ejrklifehen FunetioneD statt der 
byperbolisoben einfohrt| in 

$am(a+^0 ^=^ i?aro8in(8nadn^t) + ^*v6tang^^K 

iun(m^hi) ss J?arc8in(Madn'ft)— i.aretang(^^. 

Zasat2n Setzt man in den Formeln (L), (3») und (4.) den Mo« 
dd ksszO^ so wird am(a+ft)s=^9(m(a+^) 8=^ a-|-tt raa rerwandelt 
rieb nvn in sin«^ snft in sin 6^ snca in cosa^ sneA in üui^ @iia in @inn^ 
(Stift in (loiiß ^nh in 1 und IDna in 1^ daher bat man nun 

j»(.-»)-««crf.(^)-t-*.(±i), 

Oieaa bn ersten Tbeüe nbergangpnen Formeln^ welohe wir bier naehtragen 
mnlsten^ lassen sieb aueb leicht auf eine gani elementare Weise heriefteo» 



«. 
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§. 24. 

Dii Warihe vm Wn{fi±2mKf) oad M(ii±2miX0r 

Der im^gMoliräokte Gebrauabi wekbeii wir in <ler Theotle 4» 
Modnlar^FimetiaMii Ton den sehott Im eretenTbeile bebaodeltMi Termite 
feinden Funotionen j?^ ond l(p am maohen haben, erfordert eine naeli« 
tfSglielie Betraolitmig des Veriialtens der Funotion i<P Vir den Fellf in 

wddbem <P>> ^ und abo itp imaginfir wfardt 

Oa eos(^±oi9r)cs(~l)^co8(p ist, so ht andi 

coB(9)±jftii} ^ ^ •cwy* 
Das Inti*gral dieser Glddiung ist nadi Um! L {• 46» 

ifrenn man mit a die uabelLannte Constante beseiotmetf weiolie bei der 
Integration iiinmlLommt« Setzt man ^ = 0, so liat man 

a « «(±mT) = ±«(l»T)f 
Da nun also 6inas j;®ini^(fiiT)a±tangmsrB5 0, 

nt, 10 ist oaoh ThdlL $. 16. der Arou« ass±mm%t und abo 

Die in dimer Formel vorkommenden VoraeiolMn ± kennen aodi einsein 
in 7 abgeändert werden. Setzt man tnas 1, so bat man 

j«(»'+^) «B — J^±tI imd 

Setzt man in dieser Formel y — ^ f9r (P, so erfiült man 

Wir prüfen audb diese Formell indem wir auf beiden Setten die bjrper# 
bofisohen Sinus und Cosinus nehmen ; dann ist nadi Theil L ^ 16« 

Die erste dieser Gleiehungen ist einerlei mit 
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und die sw^te ist einerlei m!t 

«0.(1 +(p)«-.eo«(|— .<?>), 

•la der lUohl^keit dieser bddeo GleidMiiigeii Ibigt «odi <ffie der GM» 
«hnag (3.). 

Mttitiplioireii wir die Gteicbung (1.) noch init i, w effaelleo wir 

'(^>±»ar«)a=(— l)"/(<^*)±mr, nnd wird hier -£ f8r ^ feseCit, ao 

entsteht 

Seist man bierin msal, so hat man 

I(^+Tt)«s— f^+y, und wenn man ^— y fitr ^ aetat 

Id den Gldkshuogeo (1.) — (3.) kaoo ooch auf der rechte« Seite ^in 
beliebigee YieUaohee von 2iri, uod in den Gleichungen (4.) und (S.) 
noch ein bettebiges Viel&dife von 3r anf der rechten Seite hhimgelSg^ 
werden. 

Setzt man nun in der Gleichung (1.) den Arcus (pas am' ii> aö 

ist auch 

2(am^ii±mT) = (— ir«am'ii±«Ti, 

Da aber üm*u±mftssBm\u±2mKf) nach §. 15« ist^ so ist 

«am'(ti±2mJC0 = (— l)-«am'ii±iitrt^ 
und nach $• 22« Formel (3.) ist diese Crleichung einerlei mit 

6. 9hn(u±2mK) = {-tr.Tlmu ±mirL 
In dieser Gleidraog darf auch ± mit + zusammengestellt werden ; muItipB- 
cirt man dieselbe mit v ^ hat man am(tct + 2mt JCO = ( — t)\mn(ui) ±miF^ 
und setzt man hierin -j- für t^ an die Stelle, so hat man 

7^ am(i«±2«fÄC0 ss ( — l)"*.amii±mT« 

$e 25. 

Die cTkliscbeii Hodaliur-Foocäoiiea aod Ampliladeo der Argsrnnits tos der Form 

Da nach $.24. ist am(tf+ 2 i»t JT) s (~l)\am«±»x-, so «»rbSIt 
maoy wenn if + 2mJE^ fSr « gesetzt wird, am(M-{-2mK'\'2HiKf)tsi 
(~-t^am(tf+2i>LK)±nT, und da nach (. 15. ist am(«+2fliir)8MT4'«m«^ 
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•o erbStt man 

Setzt man umgekehrt in der Formel wai(u+QmK) =5 amti + mr für u 
an die Stelle u + 2niK\ so hat man 9m(u + 2mK+ QniK") = 
am(ii+2nf£^)-h^^f ^^^ ^^^t ^^ vorhin, 

!• am(»+2mJi:+2iiiJ8:0 = («•±ii)»'+(— 1)-. am 11. 
Nimmt man die ejrUiBehen Sinus der beiden gleichen AusdrSolie, so er- 
hSlt man mittebt der Formel 8in(ii-)*^)s=ain4i€oet4-co8arinft.* 
ain am (u+2mK+ 2mK0 « (^ 1)"^. »in ((— l/.amn) = (— !)-+*•. «in am ti^ 
nnd da (—1)-+^ = (—!)"• i»t, »o ist 

2. sn (fi+ 21» JK:+ 2 ni JTO «= (~l)^snifc 
Jüimmt man die cylilisoheo Cosinus, so hat man eosam(ii-|-2m JC-f-2iiiJSrO 
~(—l)'-+*,oos((— 1)" am !#) = (— !)"*♦*. 00s amu, und also 

3. on (ii + 2mK+ 2niK0 = (—1)""^. cnu. 
\Fird (20 duroh (3.) di?idirt, so enteteht 

4. tn(u + 2mK+2niK0 = (~l)».tnii. 
Differenairt man die Gleichung (L), so erhSIt man auf der Stdle 

5. dn (u+2mK+ 2 niK') » (~1)\ dn«^ 
Da 

m(u +imK+iniK') es snt^ 

tn(u + ^mK+iniK) s tn» 

Ist, so sieht man, daff die Cjfkluehen Modular^Functkmen ioppeU yerio* 
diseh sind, ruU und kna^nOr periodUck zujfidchf der Umfimg einer reel^ 
Un Periode iet 4K %md der Umfang einer nmigindfen Periode iet 4iK^ 

f. 26. 

Dis byperUKtrhcs Modobr-FsBdisBeB sad Amplitadfs 4er Aifpmesle tsb d«r Fom m±^mKf. 

Die bTperbolisohen Nodular- Sinus und Nodular « Cosinus (Snu und 
(Inu sind vorsuglidi darin von den gewöhnlichen hyperbolischen Sinus und 
Cosinus versdiieden, dafii sie viel rascher wachsen, wenn das Ai|;ument u 
suoimmt, und schon unendlich grob sind, ehe das Argument u imendlich 
grob geworden ist; die Functionen &inu und (loiu Inng^en sbd erst 
dann unendlich, wenn auch u unendlich grob geworden ist« Setxen wir 
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u=tK', so ht, yttSX nach ^ 22. fiberhaupt ^nu^tn'u ist, «uoh @nüC 
WB. iu'K\ und da tn J^s iMk'Kf » i ist, so ist auch 

Ferner ist ^ £' as g~7, und! also auoh QnK'^^, Da Sn £' ss so' K 



ist, so ist SitX<sl; weil endUeb JDn iT =s ^~^' = ^ ist, «o stellen 



wir also zusammen i 

1. ^nK'z=\, enJrssi, SnJK's], 2>nüC'«i. 
Da @n£'s6in9(mJC's^ ist^ so ist auoli noch 

2. ^mKf B3 ^. 

Ferner ist @n(|C'i-f«) s tn^ClT'— «) s j^ , und da tn'tt s= 6nif ist, 
so ist 

(SttCJS*'— >M) BS £«^* «ben so findet man 



3. 






Uebrigens können auch die drei letzten Formeln eben so leidit aus der 
ersten hergeleitet werden. 

Setzen wir der Kurze wegen @n {K' — n) = @nc u, (£n (ÜT'— u) zs 
^mu, $tt(JiC'— «)=$ncti, ©n(JS:'-ii) = 5DiKi# und 3(m ( Jf '— ii) = älmcio 
so ist abo 



Die Fnnotion 91in<i ist also nur reell swisdira den Greoaen u.ssO und 
ufsK's wird tf>K'; so ist «mif imagiofir. Da !Dnti~^sB J;- igt^ 
SO ist audi 

Craile', JoaraAl d. M. Bd. XVIll. Hii. 1. 
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9(mrii » SdcSaiidCsno'fr) s 2 aro 810(600^11)9 
uod also 

ffmcti SS tamo^ff» 

Was auch unmittelbar aus Formel (3.) des $• 22« ibigt. 

Setzt man in den Formeln (3,) — o fSr 1^ so hat oiao 

®n(K' + ii) = ~(Sn(JSC'— ii), 6tt(Ä'+ii) = -««(ä'-ü), 
$n(Ä'+ii) = 5tt(JSP-ti), JDn(K'+ti) = — SDn(4:'— n). 
Setzt mao hierin K' — u (Sr 11^ so hat oiao 
@n(2JC'— ii)B:~@nii, €n(?JC'— ii)a~€ni^ Sii(2JS:'— tf)s=sSniis, 

S5n(2JS:'-.ii)=c— ©ni«, 
und setzt man — u für u^ so hat man 
©n(?JK'-|-ti)=:@nii, (Sn(2JC' + ii)« — €nii, $n(2JK^'+ii)ss— Jnii, 

lDn(2Jf' + i«)=«— JDnii. 
Hieraus sohliefiit man überhaupt 

!5n(ii + 2mÄ:') = (—ir.Snn, t>n(ii + 2mlC0 « (— l)^©nir. 
Setzt man 2 m für m, so verwandelt sich (—1)"* in -^1, woraus zu er» 
sehen ist, dais die hyperbolischen Nodular - Functionen in einer zweiten 
Hiosioht periodisch sind; diese Perioden sind reell, uod der Umfang einer 
^en ist =s4JiC^ 

Verbindet mao die Formeln (3.) — (6.) des {•21. mit den Torste* 
heodeoi so erhiilt man die allgemeineren 

@ii(ti + 2mJ8:' + 2iiiif) = (— t)"®n«, 
€n(ii + 2mÄ' + 2niÄ:) = (— tr^-€no, 
*• i $n(ii + 2oiÄ:'+2niiC) « (— ir.Jn«, 
©n(ti + 2mJii:'+2iiiiC) = (—!)"•. ©nu. 
reitere Aosiuhrong seheint hier oberflüssig zu seio» 

§. 27. 

iscbe FsoctioflOi imsgiolrer Argsmente BSfiirkgeRhrt «sf CTklisdbe F s ad iss t a srft 

rptllem Argnsmitt. 

Es ist so(««)ssf .(Sntf, uod da ®ntis to^ii isty ao isl 

8o(oO s »to^a^ eben so fiodeC mao 

. , («'•) = st;;' 

*' ^ tn(tiO c= i8o't^ 



y 



Zwrit€rjib$ehnitt. $ 27. 43 

Benulat man die Formelo (17«) des §. 13«, so seist man aus den vonte» 
henden Formein togleiob «isammeD: 

T«rtouflebt ima io {fieaeii Formeb die beiden ooB)ugirteo Afodul mit ein- 
ander^ ao kdnnen sie auch nlso dargestellt werden: 

inctionen des Complenientes erfaSlt man 

sae« ea yJ-- s i^, oneti s -^ enc'(«i), 

*~" ■* TOh» ^~* ** *'.si»c'(iii), 

Zusats. Bs ist vnn s» -r- log y t^^^ , also ^ — am«« 
•log|/~^t setst man liierin JT— « für % so verwandelt sioh tau in 

1 



nnd «s ist abo 



J^ISM 

-i-nmoi» « 4 *°« ^ tl.'ylT ' «**' '^ itnti-sn'(«i) ist 

5. ^ -amo« • - log V ^Zkfm^liy 

WM 

Setat man b der Formel ISr 4-— amott nooh «t statt if, so bat mai 
«nd also 



n 



■K — a««(iii) 
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oder 






ktnu* 

Bsist {MiiKaBlog^;^^; seW BMA hierin Y --amif fdr «Bt^ SO kiit 
mm ^(y — anitt) « log r iZ^^» ^ ^"^ ''^^ -K— k Inr « gMaM, so 

nultiplidrt man diese Gleichung mft — i, so entsteht » wenn dfe beiden 
Blodul A und kf yertaiiseht werden: . 

da aber W(«i)sp-aie«f iit, io kann diew ForoMl auch abo davfa- 
ttdit warden 

Die hShere Wkbt^Mt ^ Formeln (7.) und (8.) wird bald amiiher 
einleuditon« 

Anmerkung. Naoh Tbefl L f. 38. ist i^^akglang (^ +i^)> 
oderaiioh^«>fogtang(Y+il<p); daher ist «^a iang(<|-+4'^) «d 
tang(Y— i/^); abo anoh 

■^ + ^/(^ a aretang(«^), ~ — i/^ « aro lang («-*). 

Werden diese beiden Gleiobungeu dnrob AdditioB und Sobtraction mtt 
emander verbunden, so erb&it man 

9. Y *^ aretang(<(^)+wetei^(r^ nnd 

10. 1^ SB arctang(^)— aretang(^~*7. 

Die Riohtigkeit der ersten Gleiobung erhellet Ton aelbfi^ weil ^.eftatbt 
Entwiekeln wir die Glieder «nf der techtan Seile fa Bdhen, ao ist 



ZwtittrJliteknith §.28. 45 



• • •• 



ff 

2 



6 ^^ ^ 9 

ffieraM erhBlt dhib durdi Addition md SvblrMÜon 
oder^ wenn man (Pi fSr (p setst. 

Seist man io den Reihen for y den beiieUgen Areus ^ssO^ so erhSIt 

man die bekannte ron LMbnifas gefundene Reibe« IKe beiden Reiben für 
KP und ftp wurden im ersten Tbeile^ nnd swnr im Zusalae m f. 57. anf 
eine minder einfocbe Weise bergeleitet» 

SetsI man m der Formel (100 ^cs9(m% so kC l^anamti, 

und also 

IK amtc s= aretang(e*^*) — arotangC^*»'»)* 
Seist man in dieser Gleiebung ff 1 für «^ so Terwanddl sie sieh m 

12. gfan»» "'*^<'''"">7"'-'<^'"'? . 



N.«b f. 21. Formd 10. i,^ sn(a±tO « "*^/^.*f/,y.7*^'° ; 
fahrt man durdtweg die cjkHsdien Fonotioaen dn, so wird der Nenner 
l+A'sn'ate'^AaB ^^,^ =s — ^^TJ » ^« Zahler aber 

wird «■«^''^>±<*y >«■«''■% abo ist 

,Mi(a+*f) «a r: :4.««M^«» > 



rtWMtolB* 



Der Zidiler des Ansdroeka Ton cn(a±^ im f. 2|» ist 
ena(«^Ttsnadna®niSDnft s ' ^t^ » •"* "* 
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Wenn man die Formeln (L) dimh (2«) Avidirti m erhfilt man AudrScka 
rdr tii(a±&f)f welche aber der Form nach migebSrig siody weil Z&bier 
mid Nemier sugleioh imaginfir werden« Man erbSit bessere Ausdrucke auf 
folgende Art. Es ist i(b'^ai)ssa^H, also ist tn(a^bi)ssiuk\b^ai), 

und da sn'(*— «0«= i^iü'^bw^ti ^^ ^ erhalt man 

S^ / I £*\ fMamatm^bin'b-t^iinaBn'b 
^/ i.*\ saacaaca'lilii'b*-idas8a'b 
«»(«-**) i-«'«d,^«i, 

Der Zfibler des Anadrucks von dn(a±(f) in §• 21« ist 

und verwandelt skA m ^jy^ — r— ^ daher ist 

*»(«+**) « nifaJTsni • 

Die Focmala (13.) im |, 21. werden 

ani(« — }|) tm «TD taog ( *^,^ ■) — > 9(rc Sang (an' & dn a). 

Setzt imm in den TOffStehendra Formelo hssKf, «bo sn'^ ^ It ^^ ^ 
^'bsak und acstf, so erbfiit mea 

•(•»+IÄO • j^ und «,(!»- ijro » ^, 

tii(«+iJKO « ^ und to(i.-..ÄO = •^. 
daCu+tÄO » •=^ ood do(ti-iir)«^,, 
am(ti+»£0 " 7^+*«rKSand(dD«); 



6. 



MD (« — t JC') » 7 ~ i ilrc tanfl (da «}. 



Zw€ii€rjtb$ehmiit 6. 28. 47 

Worden die |{flg4Ni8li«nteli«ndra Wertfie mit «buidw vergKi^Mn» «o bat omui 

• jMi(«+»ÄO= 8n(i» — tJTO; tn(t»4.«Ä')=a — tn(« — i/T'); 

Die RcJatioaen mter den AmptitudMi sind 

tan9(-^"'^'•^-*^^"-'^^) « den. 

Seist man in den Formeln (7.) u-^iMC für n, so werden sie 

(sn(« + 3t£') =: MM, ta(u-^2iK') ss —tnti, 

ea{u + 2iK') « — cni«, dn(«+2t£0 as — dn« und 

Am den rorstehenden Formeln folgt ohne W^eres 

jso(i»+2JiilC0 = «n«, on(ti + 2«»jK0 = (— ly.««* 

*'^* jtn(ti + 2ii«JC0 = (— l)".«n«, dn(t«+2ii«ÄÖ = (— l)".dnti, 
und for die Amplituden eriiilt man 

11. am(« + 2iitJfiC0 SS ii« + (~l)".am«. 

Die Formeln (6.) — (11.) bfitte man audi leidit ausdenen des f. 20. Iier» 
leiten liönnen. Setzt man in den Formein (6.) «i es , so erlifitt man 

12. sn(iJCO=*, on(«Ä:0=-5-, tn(iÄO « », dn(»JKO«-^. 
Setzt man in den Formeln (0.) u ss 0, so iiat man 

{on(2iÄ0 = —1, dn(2»JK') as — 1, 

Wird aber ussiJK' gesetzt, so findet man 

J 8n(3«JP) = i, tnßiKT) ra —i, 

**• jcn(3.-lS:0 « -^, dn(3tJE0 = ^. 
Setzt man in den Formeln (0.) u-^-K for «^ so irerden sie 

sn(«+Ä:+iiCO=:s^, 
15. <to(«+*^+««0«3;^. 

'dn(«+JK:+iÄ:0 « inj;; « ••*'ta«, 
am(i(+jE+>£0 » •|- + l!?arotin(dnei(). 



, 8n(2i.K0 « 0, tn(2«JP) s=s 0, 
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Setzt mao hierin «asO, so flotsidien ^ Formeln 

16. < onCÄ+tJKO « 75-, dn(K+ tJfO = <V 

f. 29. 
Setzt man in den Formeln (10.) no<A u-\-2mK für m, so er* 

bSlt man 

8n(ti+2m£+2»<£:0 » (— l)'".m«^ 
on(tt + 2»iÄ^4.2«iÄ0 =» (— l)^+".oni*, 
tn(ti + 2mJSL + 2fit£0 b (~>l)".tni(^ 
dn(t(+2t»£^+2fitlii:0 s (— l)".dn««)» 
wie im f. 25. auf andere Art gefunden worden ist. Setst man bierin 
entweder ti^O, oder ussK, oder u^csaiK', oder u^aK^iK', so er> 
hält man eine Reibe von *partioul8ren Bestimmungen^ welche wir auf foU 
sende Weise susammoi gruppiren. 

n 

Functionen^ welche ssO sind: 
sn(2ii»ir+2j»>JrO SS 0, cn((2m + l)Jr+2iitirO s 0, 

tn(2«ir+2»iir0 SS 0, dn((2m+ l)i:+ (2ii + l)ii:') ms a 

Functionen, welche ss. \ sind: 

Bn(2mir+(2ft+t)tJrO = |, dn(2fl»J+(2ii+l)>X0 » ^, 

cn(2m-ff+(2»+l)»JrO «s i, tn((2m+1)X+2»iJ:0 » i- 

Functionen, welche cs^l oder ^=s ±,i sind: 

sn((2m+l)ir+2«ii:0 = (—!)", tn(2«^+(2n+l)«X0«(— *M 
ca(2»iiX+ 2 »i irO s= (— ir*", dn (2mi:+ 2 «iiTO = (-1 A 

Fuootiotteu, deren Wertbe rom Modul abhangen: 
sn((2m+l)Jr+(2i»+i)IX0 «i (— tr.-i> 
cn«2«+l)J+(2»4.1)tA:0 « (~1)"H«, j^, 

tn((2m + I)ir+(2»+l)Jj:0 « (-in^, 
dn<(2si+l)ir+2iili:0 B (-^l)".*'- 



*) S«ut am dar Kim vcgea ii4-2mX'4-2iiiJC'ssK', m lad«t au <it Fanatla 
' tncw' SS (— Ij^.sMu, tacM' «B (— l)».taeu, 

•neu' SS (— l)*+".coeit, itCH^ ^ (— l}".dtcu. 
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i. SO. 

CjVMm BMohr.FaBctioiicfi mil iem Hodol ^ txuMig^ShH auf fthiiHdbt iKt dea-Modd fc 

Wenn statt des Moduls k oder kf ein anderer, z» B« der Modul rr , 

Terstanden werden soü, so kann man diesen Modul hinter das Argument, 
und durch ein Komma davon getrennt setzen; die cjklisehen Functionen 

des Argmnentes u mit dem Modul ^ sbd demnach bezeichnet durch 
^(*^t)' cn(ti^y), ^yhY^f ^"^(^t)^ ^"^ ^ Amplitude ist mit 
am^a^y) zu bezeidmen« Mit den auf den Modul k bezogenen Functio« 

nan stehen die auf den redproken Modul -r- bezogenen Functionen in ei« 
nem miCoMdien Zusammenhange, welcher nun aufzuklären ist« 

V^(i— »)V(ik»~ ^) ^^^^ ^^^ firnher, k eine zwischen 
den Grenzen und 1 enthaltene Zahl; so ist du und also auch u imagi« 
nBr, wenn z^k genommen wird, und es ist u nur reell zwischen den 
Grenzen z^stO und z ss Aw 

Stellen wir die Formel also dar: kuss f -5 v ■ ■ , so ist 

J^V(l-*.)|/(l-l.x.) 

dnfi^M^-jg')* Wollen wir <UeM Funttionen auf solohe mit dem Modul i 

zurSckfohren , so haben wir nur -r- es f , nbo z^s^ kt und dzsskdf zu 
setzen, wodurch, weil inr zs= auch / zb ist^ das Integral umgeformt wird in 

uti:sj yvi_ ' |>) V*(t — i:»i^) ^ Dieser Formel gem&fii ist aber i der Modu« 

lar* Sinus des Argumentes ti ffir den Modul k, und also in Zeichen 
>s=5 sntf/ da nun aber zssskt ist, so haben wir die Formel 

sn(A«^Y) = *sni«/ 
hieraus folgt aber 

to^*«,^)- -jj^« p-cnot^, 
in\ku,j^ SS CO«. 

Crdle's lomdi. M. IM. XTID. Bft. L 7 
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Conjugirl mit dem Modul — bt derjenige^ detsen Quadrat das Quadrat 
vcMi — EU Eins erganst, oder ^(l — ^)^ und dieser Modul ist, weon wir 
wieder k zwischen den Grenzen und t enthalten ansehen , imaginOr; 
derselbe ist entweder ^^zil^Ji^ - }^ oder }I^E^ — ^ . Nach der 
gewfihnliohsten Art zu rechnen sehen wir 

^ als conjugirt mit -r- 
an, und beachten dann mit strenger Consequenz die Vorschrift y dafiy 
wenn — (ur k gesetzt wird, -r- (or A^ lu setzen sei« 

Unter der Voraussetzung ^ dals — der mit -j- ooojugirte Modul sei| 

bestimmen wir jetzt schon den zum Modul -r- gehörigen Modular* Qua- 
dranten ^ welchen wir für den Augenblick mit k.& bezeichnen* So wie 
dnJKss ÜK isty so muls auch dn^Ar.^^Tr) ^^ "r~ ^^^ 

Da den vorigen Formeln gemäb dnyk.^^-rj =s cn^ ist, so soll 
also auch cn ^ ss -^ sein* Den Formeln ( 16. ) im i. 28« gem&£i ist 

cn(£:+i£:0 = ^, und cn (£— 1£') =s 1^; daher schlieCien wir, dab 
^sslC— tJK'i und also 

kiK'-iK!) der zum Modul ^ 
gebfirige Modular* Quadrant sei; wir hätten kiK^iKf) als Modular-Qua- 

V 1 

dranten gefunden , wenn wir — als mit dem Modul -r- oon/ugirt betrach« 

tet hätten. Da wir aber -^ als den oonjugirten Modul anadien , so ha« 
ben wir den Lehrsatz: 

Wird Y ^^^ ^^ Moduls k gesetzt, so verwandelt sich der Modu^ 
lar^ Quadrant K in k(K->iKO. 
Wenden wir die Formeln (17.) des {• 13« auf die Functionen mit 
dem Modul -r- an, so entstehen die Formeln 
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too(*«,l) = 
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I nie 1/ 



döcfÄll,— ) = 11.—.. 
\ ' Ä/ /r CUM 

Hiernach haben wir also die folgenden Lehratttze: Setzt man kii fitr u 
tiniif — statt des Moduls k^ so verwandelt sich k' in -r- > ferner 

!• snti in k%nu, 



2. onti in dnti; 



tntf in p-cnctiy 



3. 

4. dn 

$• anoti in 



6. 



cncti m . 

tnc H ' 
1 



in Gn u, 
1 



7. tno u in 
doc u in 



I cuc U ' 



<ocu 



Es ist am(*«,Y) = T'o8 




eriü- 



^ ' fUtt * 

9. tang^-am^v ia kanumov. 

l+.«o(A«.i-) /l+pc»0« 

—— r— fx = r'^g i/ --T» — 5 «" 

nera wir uns also der Porniel (8.) im Zusätze zu $.27,, so haben wir 

am\ku,j) r= arctang^— cncttj = /\^ -. -J*, 

daher ist 

. J. y — ÄBM/(Mi) 

Sam^Aiiy-^j =5 f arosin(A snti) = -. , 

weD den obigen Formeln gemäüs arc fang (— onc uj as arc sin {k sn ti) ist. 
Zusatz. Es. ist 

snti =9 sinamti^ onti s= *^°('T — ci^^) ^o^ 

sncti SB sinamo«^ cnoti s=s sio^-^«~amcti); 

aluo ist auch 

Asnti = sinam^Ari^— ), 

dntf =5 sin(^— am (*»,—)), 

Ap snc II = sin am (*(Jf — ü), y) 9 

dneti » sin(y — am^Ar(£~fi),— )). 



t%toHe dkr Mod. 






*(|.-«.(*^i))-i.«j'j±£.:. 

«(l-«.(»(K-«).-t)) = bgv'JiJ"" 



llMU^ 



§« 31« 



Gyklische FmidioaeA nil dem Modol -p- larfidcgefiibrl a«f ejkKsdi« FiBctfoMO 

Olli toi Modtü tu 

Atioh die NoduIar*FiiDctioneo mit dem Modul -rr kSnnen laiolit 
anf ModoIar^Fonotionai mit dem Modul k xuraokgefShrt werden} m wie 
der Modul -^ mit -r- ooojugirt iat^ so iet auoh p^ mit p- oonjugirt^ und 
fiese Bemerkung reioht schon^hin, die gesuchten Formeln sogtmdi aus 
denen des i. 30. hensulaten« Da naoh {• 30. ist to(A:ti^— ) «s -^^t so 

bt «uoh tn (k%^) ^~, und folglich tn(*'fil, 1) «-^Jfg^. D« 

aber nach i. 27. ist sn'(iii) =Ät.tou= i. — , ferner do'(iii)5»;^ und 
tn(k'ui,^)^i9a\k'u,^^, so entsteht, wenn diese Werthe •ubatitttirt 
werden, die Formel 

«n(Ä'w,^) = 8no«i 



t8ogiam(2Ä'i^g)«*'.^ 



lau caeii 
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BeMfabneo wir den Nodular- Qoidranten f3r deo Mbdnl -p fSr den Au» 
genUick mit k^.Stp eo mulii abo^ wefl dnlTsifc' bt| auoh dn(ifc'Jt,^ 
SS p edoj da p- der mit p- ooi^iigprte Modul fat Da aber den Torigea 

Formeln gem8fii ^(^*^f p'/^^^jjnr ^i ^ >>^ ^"^ dnJ^F* ^^ 
dn^asA^f und daher ^ 8 £ sein» Der zum Modiü ^ gehih^e MoJki^ 
tar^Quadnmi ist fofyüch kMU 

Naoh den Formeln (17.) des %. 13# leiten irir aus den Torstehen« 
den Formeln nooli her 

sne(^ti,^)soni^ 
€no(*'tf^p)ss8niii 



i.o{k'u,<^^}/{i+fM«)'^ 



i . 



Da Bowobi tmgtm{k'u,^)Amg%meussst, ab auoh 

fang amo {k'u, p) . fang am« = 1 ist, m ist 

am (**«,—) «-j—- amo«, 
ame (f'u, -^^ as -^ — am«. 

Fassen wir £e entwidulten Formdn miammen, so haben wir die fol- 
genden LdirsSUe: 

Wird •— statt des Modub k (also p- tut k) und *"« fSr « ge- 
seist) so verwandeit sich 

1, sn« in ono«, 5« sno« hi on«, 

2, on« in sno«, <V ««>« hi sn«, 

dn« "» J^ ^ 1?"» "^^ *" Söeii *" "F*» 
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9. amfi hl y — amoif, 

10. amcM in -y— amti, 

weil 



11. tang|am2«i io tutiduoti s= ; :; — 



cnii * 



Zusatz K So wie zum Modul p- der Nodular- Quadraot A'.JiC 

gehSrty so gehört auch zum Modul — | wdcber mit y ooDJugirt Ist, der 

Modular-Quadrant k.K'f^ daher vervoUstSudigen wir den im §• 30. be» 
^ieseoen LebrAatz, wie folgt: 

Setzt man ^ ^'^' ^ Moduls k tfiuf -j^- «/la» k^^ #o verwandelt 

eich K in k(K— iR') und K' in k.K', also das VerkäUnifs 

K . K 

Zusatz 2« So wie zum Modul -r* der Modolar • Quadrant k (£~ t K!) 

i ik 

gehört, so gehfirt auch zum Modul -p, welcher mit p- oonjugirt ist, der 
Nodular« Quadrant l^{K' — iK)^ und wir haben also den Lehrsatz: 

ik 1 

Setzi man p- statt des Moduls k und p* statt k', so verwandelt 
sich K in k'.K und K' in k'(K'— iK), also das VerhdUmß 

Anmerkung. Die im Vorstehenden entwickelten SBtze, wodurch 

1 ik 

die Functionen mit den Moduln k, k', rr und — auf einander zurnokge» 



fuhrt werden, gestatten nicht blols dBe zahlreichsten Anwendungen, son- 
dern sie bieten auch die Möglichkeit dar, aus einigen wenigen Relationeii 
eine grobe Menge ähnlicher, welche andere und andere Functionen be« 
treffen, ohne grolse Weitläufigkeiten herzuleiten. Auch der Zusammen* 
bang unter beraits gefundenen Rebtionen lädt sich dadurch auf mannig« 
faltige Arten nachweisen« 

(IM0 Forteetmi« Iblfl Im aichiteA BefU.) 
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Memoire sur quelque&r integrales döfinies. 

(Par Mr. ji. F. Svamherg II Stockbolm.) 



I. 

{91 Ton a deine ^lations difl<$reDtielle8 du second ordre^ doot auoune ne 
seit inl^grable en termes finh^ il n'eo est pas moios tres souvent po8b»4ile 
de les combiner entr'elles de maoiere^ qu'on en puisse tirer uoe integrale 
premidre et quelquefois memo une iDl^grale aecoDde» Or si Ton peut 
satisfaire d chacune de ces ^quatioos par uae integrale d^fioie, leur sub-» 
stitution daoa r^ualion ppimitive, qu^on a trouv^e, donnera des r^lations 
interessantes, qui lient entr'elles ces quantit^» Cest la recherche de cea 
r^ations^ qui fera le principal objet de ce nnSmoire« Dans le tome se« 
eond du Journal des Mathimatiques de Mr. Crelle^), Abel b donn^ 
un memoire sur le meme sujet, ou fl a trouv^ plusieurs r^lations entre 
quelques integrales d^finies« Mais eomme il ne traitoit que le oas sp^cialf 
oü les deux ^quationa differentielles du aeoond ordre ^taieot les mßmesi 
il n'a pu obtenir toutes les r^lationsy ni mdme les pliis remarquableS| qui 
existeot effectivement entre les iot^gralesy qu'il ooosideroit. 

Les formales j que ja traiterai dans oe mömcMrei ae d^duisent des 
^quations suivantes 

i. 0+(i'+2B)g+[o+iKP+i«) + |£]y = O, 
oSl P, Q ei R sont des fonctions de u. On en tire 

laquelle ^quation multiplie par e^^^^^\du dövient ioiegrable et donne 

ou A d^signe la fonotion iodependante «de u, iotroduite par rint^gration, 
laquelle devra Stre determin^e aprSs quelque valeur speciale de u^ qui ne 

rendra aucune des quantit^ y> ^9 -j^^ -r^ infinie, S'il arriroit dans quei« 
•) Udber ^ige btttimiiiie Integrale im AT. fl jtM. 
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que €ft8 sp^dal^ qu'on obtiendroit A=^0^ r^quafioo (K) dooneFoit 

oo B d^igne une aufre quantit^ ind^pendante do il» 

Pour appliqiier maloteoant les formules pr^c^dentes^ noos oouid^ 
rerons d'abord lea mSmes integrales d^fiDieii trait^ par AM daos MO 
memoire» Supposooa pour oet effet 

06 qid donne 

De plus OB obtfeDt per la diffi^rentiatioa 

d'oJL l'oo tire ensuite en Int^graot entre les Umttes dPasO et »tesl, 
apr^ AToir Substitut Im Taleiin des integrales en i^ 

laquelle ^quation oompar^e h (a.) donoe 

Faisons mabtenant dans l'^quation (^.) 
il en rauhen 

•• rii.» ^V M ^ 1+« fdu^ ttCi+M) r — "• 

Or r^uation (3.) se diangeant dans «die «o y da deux Qik* 
i^dres difftSreotes, savoir ou en reropla^ant ft par ß, ß par a et 7 par 
— (24'a+ß+7)» <Mi aossi en remplafant a par 1— a, ß par 1— ß et 
7 par -—(3+7)» oo satisfera k l'^quation (4.) par les deux valrars siiivantas 

*> li j « biem anati wm falevr de s, aalre ^m etile» ^pm ■•»$ tnpIfjfM ici, ^ai 
«aiialail b r^^aatiaa (8.), nuiia coauae dia aa aaaa appread rica da aaaiaao, aaoa B*aa ni- 
aaaa aiaaliaa iai* 
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Gomiii^ on a de pkis 

e/WH)A.« 11(1 + 11), 

fa^oalioD (L) donnern 

Potir d^terminer les ooostaotes 4 et A\ aubatituopa let valeurs de z^ y^ 
et >*2 et faisoQs puh n s ao; on en oooolura ab^ment qoe 4ssO et 

Mais on a suivaot iiae formule coonue 

^0 r(wt+'«) 

oA r(«i) repr^sente^ sahrant la notadon de Legendre^ rinf^grale EnU* 

rienns de seeonde esp^ f er* a^^ dx, qui jouit de plus dm proprio 
tbk Buivantes 



r(m+l) = mr(m), Hyn)T{i-^m) e ^^. 
OoQO» MbstHatum iaite, il vient 

810 an uupn' 

et per M Ti^^tioii (0.) donne 

(7+2) «(«r+l)/^ .^-—-—-^j^ _______ 

Conme noos a^ona trouv^ A^s^O^ il r&ultera de ia formule (2,) 

oÄ la contante B a Äe d^termiode par la aopposidoiis de ti :=? oo . Si 
dans cette formule on fak y sss — t, on troure 

Cormide donnde par Abet dann le nuSmoire cite. En fabant 7 sb — a— ^^ 

Cffolitt't Jovriial 4. M. Bd. IVHL Hft. 1. 8 



/ 
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oo bin, d oaqse de la formule pr^oddeota^ 

PoRons encore en denüer Ueo |}«sl— a et reinpla90iis 7 par 7-^2, 
la finnmile (8.) d^nendra 

d'oit, en faisant ass^^ et 7ssn-)-i> on obtieot 

Jo («+••>" V[«(i-«)C*+«)) "" tt»(l+«)"»/o iri*Ci~ »)(*+•)! ' 
ou bien en changeant 9 va »* 

y* («» + «)• v[t- «•) («» + «)] i.»(i+«)"yo v"[(i-«»)(«*+«)j * 

Cette derni^ formule eet tr^ eommode pour quelques tranaformatkM», 
dont on peut avoir betdn dans b throne des fooetions eUiptiques. 

III.* 

Nous eontinaerons iei de eontenrer les valeon de P« (^ et « du 
nun^ pr^o^denty mdb noos ferons 

u 

Cda change l'^qnation (^.) en 

ii laqaeUe on satnfera en prenant on y<s>i ou ytsy^^ ayant Tait 

Or ji eause de .. ^ ^ 

r^quation (1.) doaneni 

Let valeon dea eonslantea ^ et il' ^obtiendront en Mbant « s oe» c« 
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qui doooe ^' =b et 

Ea sttUtitiHuit la valenr de A dtns r^quation (Q.) , nous eToat, epr^s avoir 
diaiigid 7 en y — 2, 

— r (a)T(ß) r (y) r (2 -g ~ /g - y) «■ (g+ji) « 

— »(i+«)«-#-r =— • 

^' ^leaC ssO, f^quation (2,) doniie, li Von remplMe y par — l-.«y, 

**• 4/. (*+«)• r(a)r (/?;«-)' y. («+iF • 

la eoaitanie B ayant Äe d^tenninifo par la snppositioa tf ^oo« Si p.c^ 
oa faü ß s 1— a, 3 rient 

Ol si roo frit 

i^ aauso de f^galit^ ooonne 

r(y)r(2~2y) 2*-*r 

rä)r(i-y) =" «hiyjf' 

h formde (12.) donnera 

/» dx »^ «r-i/*' i« 

IV, 
Comemms anoora les valeun de P^ (^ et « da buiim^ (U.>, 
mab fUMBs 

C«la po8^ » f^quation (h.) d^endra 

ik laqneHe on aaliafera par let deine Talems aiiivaiites de y: 



9 
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Comme on a ausst 

f^qnafion (1.) donnera 

"• "??r V* dir ^^^ 5^/ ^ ssF— >«* — A 

Si l'on fait « = eo, «prds aroir Substitut les valeun de Xy yi et Xt» on 
obtient ^' as et 

r(a)r(/g)r(2 + y)r(-«-/y-y)>i«(a + /y)« 

ff ' 

quo! r^quation (13.) d^vieot^ apres avoir chang^ y eo Y~3^ 

_ r(«)r(/g )r(y) r(2-o-i>>-y)«ui(<»+/y)i» 

Comme nous avons froave A' ssiO^ l'^quation (2«) doonera aprdt 
avoir obang^ y en — y — 1 

• y« (SHt^ ~ r(«jr(/?;(i+,i)?=r/^ (ar+^ö? • 

Les formulM (8.), (12.) et (16«) en effet oe soot pas toutes les tron 
ind^pendante« entr'elles ; oar deux queloooques ^nt coooueSi Ia troisidme 
s'en d^duit ais^ment« Si daos Ia derni^re on fait ^ =3 1 -^ o^ oa obtmite 

/' ^ = ^^^fj+uY^r-tn. , ■ ,^^ ^ 

Les formules (7.) 9 (S*)» (IIO9 (12.) , (15.) et (16.) eonjoinfement aveo 
Celle qu'a dono^e Mr. Abel dans le memoire cit^^ eonstitiient des pro. 
priet^s remarquables, dont Joint Ia transcendante 



IS. 



2. Spambttgf mJmoln mr ^fnOqpM in^pwte d^bd^ 61 

Ptaiiqiie auivaat wie fbrnude domite par Mr# lAamS U en • 

toiiteft Im int^ralM d^nies^ que noos «vom oonald^r^ jinqific^ po ur ront 
Sfre trans fo r mdes en iot^grales iod^finies. Les dquatloos (8»)^ (12») et 
(!6«) donaent 

u«(l+ii)/» ~ (l4-ii)/»-y' r(a) y u«<-A-y(l+ii)r* 

fonnules dignes d'etre remarqu^es, paroequ'elles montreot, qull n'est pas 
iiupossible de traosformer des integrales ä indiees fraotiouiiairea en iot^ 
gfales multiples» Si-Ton pouvoit trouver on moyen de faire toujours de 
transformatioos de oette sorte^ le caloul diffiSrentiel ä indiees queleonqiies 
en tireroit les plus grands avantages« Ces trois demidrea formules sup« 
posent^ eomme on sait d'ailleursj^ que toutes les integrales soient prises de 
manidre h s'eyanouir avee x=zoq. 

VL 

Supposons en second fieu 



17« z =* / •"""•' ■ ^''~* 



dx 
af^{i+oc)ß(x+u)Y^ 



ee qui donnei ponr determiner z, l'^quation diffi^ntielle suirante: 
laqn^ eompar^ h (a.) donne 

U 1 — 1^' ^ ll(l — u) 

Fab(m8 de plus dans l'^uation (h.) 
par Ott eile d^^ent 

rf„« TV - i_„ ;rf«T «(I— tt) j "» 
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h iaquelle on satisfiBra par les deux Valeurs siilFaotei de y^ 
Comme on • and 

^(I»WDA. j^ «(1—«), 

l'^qtialion (1.) donnera 

18. »(!-«) (, ^ -y, 1^ + (1- «-7+ (a+ß+27- 2)«) y, « = 4, 

19. «(1- «)(»^ -.y,|f) + (t-«_7+(«4.ß4.2y-2)«)y,« = A\ 

Si Tod substhue Im yaleun de «, yj et y« et que pnb «a lasse ti ss I, 
U Tiendra 

4 = (ß+7-1)/ ^ (l+*)^X **-(i+*^'n* 

Blais on a suvant une formule oonuae, 

A* rfa? r(t-m)rfw+«-t) 

i/o «*(»+*)* rw • 

^Ott il r^ulte enfio» tout calcul fait, 



et au mojen de oela les ^uationa (18») et (lO«) dt^vieimcDt 



21. 



2. 99amh0rgg m/main mar ^4fpu$. int^grakt d^finiM» 63 

j- *.mM «^ /•* rf« /»• (»4^)'»^»r-».«?g 

» -^2l^i*r(t-a)r(i-/5)r(i~y)r(«+ß+7-i). 

vu. 

Conaerrons toujoun les valeun de P et (^ da nam^ pr^e^den^ 
midi fittsoM 

l'^qottkm (h.) M changeni en 

dü*^\ u T^fdu «(1-1.) / — "» 

i laquelle on latisfera en premuit pour y one quelooiiqiie dei denx nK> 
lean sirifantes: 

"» '■'/o (i+«)r(*+«)- • '* "*y. (l+«>«+>^f^r~* 
Coaune noos stoiis de plus 

e/c+JD*. aa «(1— ii/+y, 

f^qMttioB (1.) donnera 

«(t-«)^(«^-ri^) + a-«-7)(i-«)^.«y, « 4, 

Si l'on laH «al, on tromre A^O et ^'ssO, d'oA l'oa eoadut 4n» 
MMte en verta de l'^quatioo (2.) 

let coMteiiteB vjmaU itti detemlnles per la at^pontion tf s !• 

TIIL 
SappoMNM en dernier Ken P €i Q Itt in flm e » » eC 



§4 2. Svanbtrg, mSmotrt sur ^tttf^iM* tnt/gnlft dJfimett 

A cette {quatioD on satisÜBra par las deox valeun auivaateB de ^.* 

De plm on a 

4oiio l'^qnatioa (1.) doone 

24. «^(l-ti)(»i|J-.y.|i) +05+7-1)«^. n« « 4, 

25. i«-+''(l-tt)(*-^» -y»^) + Q3+7-l)«'*^.>',« « Af, 

Pour d^temiiiier les deiix coostantes 4 et 4' fdsons w ss 1 } fönt 
oaloul IM, U viendra 

_rfji(^±2O«,r(l-o)r(t--0)r(l--y)r(a+ß+y--l), 

na o ff aia (a •4- p +y) « * 

Ces valeun, aussi Uen que wUea de s, y7 et >-t , Substitut dans les 
^uatioas (24.) et (25.), dooDeat enfia 



26. 



27. 



rip(/f-fy )*» r(i--»)r(t-r<y)r(i-y)r(«+/y4-y"-i) 
« — ;i ; ?;F" » 

(ß~t)(l-«)y^ V(l4.ar)^(,4„,ry. ^ «.W+r-i 

+ 7(1— «)y„ :r*(l4.*;i(*4.«)r+iy„. ^???fR 



l+(0+7~i)y^ >(i4.*>i(a;+«)xyo — '-lismFi — 



->d« 






!• SvmnhtTg, mimtitt tut qm it fi ut bitJ^rtlM i^bdt». QS 

Les ümnules (20., 21., 22., 23., 26. et 27.) ool^omtemellC •▼oo 
«dk^ qu'a donn^ BIr. AM du» le ferne seeond du Jounu^ de Mr. G-ttts, 
comtfhMBt les pcinci^pales propfMC^ de la transoendante x nprtfieot^ per 
k fgramle (l?*)» 

EL 

Consid^iM r^qnation diffiSrentielle 

</ii* • V tt * / du * u ' 

A bqnelle on satiiiait en prenant 

Lü mmpiniioii de oette Ration aveo (o.) doDua 



dMC €0 fiaC 






rd^nalion (h,) ddriendra 

Or 81 dans P^quatioo (28.) an remplaoe a par 1 — ßi ß par 1 — a 
at z par y> eile ae obange compl^temeiit en (29.); ^eA il r^lte» qu'on 
satiifiBra k eeCte denii^ en prenant 

CSomme on a de plua 
P^fiation (le) donnere 

Iia oonatante A se d^temunera anhrant la Talenr eonnue des int^ 
graiea dam la mppoaition de n ss 0, oe qui donnOi taut ealoul &it, 

810 051 ain/y/l ' 

mojennant quo! I'^quation (30.) donoe 

Crt lliTs Jovnitl 4. M. Bd* XYlll. U(t. 1 9 



00 2# Svanberg, mimoir^ $wr gcifCgiMt int^graU$ difinits. 

X. 

PosooB daos les equations (o.) et (ft.) 



ii. 0-1, Ä-»-" 



f 



00118 anroDS 



et i 068 Equations od satisfait par la aoppoaition dto 

— /^* dxnmux ^^ r^ dx tti^ux 

CSomme ooua avooa de phia 
r^qitatioo (1.) doonera 

31- «(*f^-rj|)+(*-2«)r«».€ 

Si Ton bit tfssO^ on trouve 
mais oomme od a 

r* £x^ _ r(i)r(a) t^ dx r(i)r(t-«) 

il vieDdraf tout oaleul fiai^ apfds lea pn^riet^ oonoues de la foDCtioD F^ 
Las Taleun äe y, z ^ A Substitut daoa l'^atioo (3L) doDDeat enfio 

/^ xdxÄuux f^ dxevBux 
/*^ dxc9Bux /** X dxmoux \ n 

t /4 O \ /** d*COiII« r^dXTQ^Ui 



'IT 



XI. 

Soit ADCore 

let Equations («.) et (&.) d^Tiendront 



TT» 



2. Svanherg^ mAnoire iur ^pulques int/gralei äifiniei. '67 



auxqiielles od satisfait en prenaat 






jpl-« 



Si I^OD sulstitue eei valeun dans la formule (L)^ et qu'on d^termine la 
OQDstante A par la Bopposition de ii =s 0, on obtient 

"^ ^ 

2 Ja X*^Jo 






^ 77^^ 



«* 



: 



XII. 
Soit 60 dernier Uea 

^•~ M(l-U*) * ^~ iiV(l— u*) * ^~ 1-1,1 

lea ^quatiom (a.) et (b.) se ohangeroDt 

dtt»"*" «(1— M*) 'dtt «»(1— II*) '«—0, 

d«» '^ tt^i— w*^ du i;r(i_ii«) V -^ "^ 

A ces ^uationB on aatisfait eo prenant 

r =s /''(l+iioo8jr)"""*cosnx.rfx. 
Comme on a de plus 

P^quation (1.) donnern 

En faisant «=rO, on obtienl ^=0; par cons^uent il vient «o vertu de 
l'^quatioD (2.) 

Pour trourer la valenr de B, il faut !e eontid^rer oomme fonction 
de n; nous le d^signeron» pour cet effet par J9„. Soit de plus 
(l + tico8jt)~^ = P + 2Pi co«ar+ .... +2P„C08nj:+ etc., 
(l + tt008jp)"** Ä (? + 2 04Coiijr + ....-f-2(?„co8na?+ etc.; 

9» 
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nous aurons an verto de l'^quatioo (32«) 

Bims an tire aii^ment des s^ies pr^o^deiiteSf qoe noos aTOU suppos^es» 
lea r^latioos sinrantes 

Ott bien, si dans la deniidre 00 substitue lesTaleun de (?»fi| j?« et Q^^^ 
tir^ de la formule (33.)f 

35. (n4-fc)ttBH-iP»+i+2nB.P, + (n— f4)ifll^P^, » a 
ElimiiioDS maiotenaDt P».i entre les ^quatioiui (34*) et (35.) { nous ob» 
tiendrons 

=: 2iiP,[(ii-l+fi)il.~(n-j»)ll^. 
Si l'on difise les deux membres de oette dernidre i^ääki per 2ii(i»~14*f0^if> 
et que pois on fasse ir s=s 0^ H viendra 

Si daoa la fonunle (32.) on Cait » » et tt sss 0, on obtient B^a 1, au 
moyen de quoi l'^uation (36.) donne an g&i^ral 

La formule (32.) ne diffilre pas an ibnd de oelle qu'a donnte Etdar, et 
qui se trouve dans le tome lY* de son Cakul mt^äL 



i. Sierm^ xaar Theork Ar KMmJMMg, 60 



Zur Theorie der Kettenbr&che^ 

(Tob Hatn Dr. Siem n GMlbgM.) 



Iq einer firabenn Abhandlimg (Bd. 10« d. Jounu S« 241 ff.) hebe ich n 
feigen gesnoii^ wie man^ wenn ein Kettenbrueh nnd eine Reilie einander 
entqpceoben t m dafii 

18^ sowohl aus den bekannten GtSlkmiai, ai,....dißQtSbeaA^, J^f...., 
ab anoh aus den bekannten GrSIsen Jlt > A^, •»«• die6ff6lse& Oi, m^, %•»• 
dnrdi em r€eurrireni$$ Yerfthren finden kann« Ich bemerkte damab 
zugleidif dais es mir nicht gelungen sei, die Frage su Ifisen^ wie man jede 
der Gr5CMi Aig A^f ••••# ohne die rorhergebenden entwickelt n haben» 
unmittelbar aus den GrdJsen Mi, a^, •••» und umgekdirt diese aus jenen 
finden kfinne» Später habe ich diesen Gegenstand mit mehr Erfolg un« 
tersudit; biw beschrBnke ich mich jedoch vorläufig darauf n ae^en» wie 
ans den bekannten GrSfimi Og, Ox, .... jede der Grfiten Ai, Ag, •«»« 
unmittelbar abgeleitet werden- kann« 

Ich bediene mich hierbei einer schon in der erwähnten Abhandkmg 
angewendeten Beieichnnng« 

Es sei der Kettenbruch 

gegdieni entwickelt man den ZSder desselben , so enthSlt dieser Glie» 
der» in welchen alle Elemente Oi, Ot, .... a^ und andere in weMien 
nur m— 2 oder m<— 4 u« %. w« dieser Elemente vorkonunen« 

Ich beieichne die Summe der Glieder^ die m — n Elemente enthal- 
ten» durch («i^O,« Ist nun 

F{i']rxiai'\-xiax...^c:^ l^^Jlt^ 4**41^ *l***^9 
so hat man (Bd« 10« d. J« S« 241«) 

{üt,a^\A^+{at,a^^A,^^{at^a^^A^^.... = 0. 
Betrachtet man daher die Elemente tfi^ Ux, mituu w#9 und mfthin auch 
die aus denselben gebildeten Ausdrucke (tfi> ^)#> (ßi^t Q« a« w« ab 
bekannte Grfifimif so kann man m Gleichungen bOden^ hi wekhen db 



70 3- St«rn, zur Theorie iir Kettenbruehe, 

6i*öf»eii Alf Aij Ä,, .... A^ vorkommeo, and aus welchen man durch 
Elimiuation den Werth von A^ finden kamu Es fit nendiob 

UiAi^i SS 0» 

(«t , «»), ^ + («1 » «i), -^1 «=« 0» 



Das Resultat der Eh'mination wird sich leichter abenehen laasen, 
wenn man für den Augenblick ktatt de* voriiergehenden Syttems von 
GlekifauogeD, d«» folgende betrachtet: 

l,J,~2i 8=0, 



wobei zu bemerken itf, dafs in der mten Gleichung (die erste au^enom- 

m + 1 

nien) —+'1 oder T Glieder vorkommen» je nachdem m «ne gerade 
oder ungerade Zahl ist; das letzte Glied dieser Gleichung ist daher im 
ersten Falle =i(y-f-t) A^ und im zweiten «= f 2ii-) A^^, 

Fährt man die ersten Eliminationen wirklich aus, so findet man 



A, 



Hl 



A, 



W 

2. 2, 
2- 2, 2, 

1 T"* t » 

Ä 2.2, 2,2.,S42,2, 

•4 *» *• *l *4 *t 'l , 

2, 2, 2, 2, 2j ?. ?4 Hl L ?i 2, 2, 2, 

^ =» i,i:j.i.*ii'"i»i4i.t.""i.i. t;*!»» 

2, 2, 2. 2, 2, 2, ,2, 2^ 3* 2, 2, .2, 3. 2, 2, 2. 

»• '» »4 *• *» *l '4 '» *4 *• *» *4 »» *• •• •» 

. 3^ «4 2, 2. 2, «4 3, 2^ 2^ *i ?l 2, 2, 

m 



3, Sttrn^ zur Thearit der KeUfMhruche. 71 

Um oan die Bilduog des allgemeinen Gliedes A^ za erkennen^ be- 
merke man zuerst^ dafs fu allen durah + verbundenen Theileni aus wel- 
chen ein jedes A^ ?on Ai an gerechnet^ susammengesetzt ist, der gemein« 

' 2 2 

schaftliche Factor r^^-r- vorkommt, nnd zwar aus dem eiofachen Grunde, 



3A — .. JUS A ... 2i2L 4 **" J 

• -^i» — 4 •*»iw— I T — -^m— a """ 1 — -^m— 3 • • • • 

Am Abb Im 



2 2 

weil alle folgenden Glieder ms Ag^= — 7^*7^ gebildet sind. Man kann 

2 2 

daher diesen Factor absondern und braudit blols die Bildung von A^i^.^ 

zu untersuchen. Femer sieht man leicht, dafs es nur erforderlich ist, die 
Bildung der Zfibler der einzelnen Theile zu kennen, da sich die Bilduog 
der Nenner daraus von selbst ergiebt# Man braucht nemlich nur zu jedem 
Theile Pr des Zahlers den Nenner 1^ zu setzen, da man allgemein 

bat, also in dem indepcndenten Werthe eines jeden A Bberhaupt nur Aus-» 
drucke von der Form ^ vorkommen können. 

Ferner gilt in Rücksicht auf das Zeichen , durch welches die ein* 
zelnen Glieder jedes A verbunden sind, die allgemeine Regel, da& das 
positive Zeichen genommen werden muls, wenn der Zahler (und also 
auch der Nenner) des Gliedes das Product einer ungeraden Anzahl von 
Elementen ist, im entgegengesetzten Falle aber das negative« Die Zähler 
jeder folgenden Grölse A^ werden nemlich nach Formel (3.) aus den 
Zählern der vorhergehenden ^m^i, Am^^ u.s.w« dadurch gebildet, dals 
noch ein neues Element mit negativen Zeichen vorgesetzt wird. Ist da« 
her die angegebene Regel inr die vorhergehenden Gröisen richtig, so gilt 
sie auch für die folgende A^m Nun hat man wirklich 

a 

die Regel gilt daher auch für JU, A^j und nberhaupt fiir jedes folgende JL 

Am einfachsten findet man nun die Zähler des Werthes von A^, 
indem man sie allmfilich durch Hinzufugung der passenden Elemente aus 
den Zählern der vorhergehenden A vermittelst der Formel (3^ bildet. 
Bezeichnet man allgemein den Complex der Zähler von A^ , insofern man 
den allen Gliedern gemeinschaftlichen Factor 2t 2i absondert, durch B^t 
so folgt aus Formel (3.), je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
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4. 



B„ =r -2,ll„_, — 3,11«,.,.... — (^+l) J»^ oder 



"^ * m MMfn «i — ^ d« ^m— 3 • • • • 



{^).« 



und 



-^ 



1?- 


c= 1 




Ä, 


= 2, 


»* 


= 2J2, 




3;- 


A 


«2, 


2,2, 




2, 


3. 



'0 



2. 


2.2.2, 


2b 


2,34 


2« 


3,2, 


3, 


2*2, 


3, 


3* 


4, 


2, 



u« 8. w« Um nun s« B« den Werth von A^ su wisseo^ braocbt maii nur 
jeden Glied Ton B^ mit 2,2t su multiplidren^ das gehörige Zeiohen hin« 
nisufBgeii und miter jedes pr deo Werth 1^ als Nenner cu setsem 

Man kann aber den Werth von um aneh finden , indem man die 
einseinen duroh + Terbundenen Glieder desselben unmittelbar aus ein-» 
ander ableitet« Das erste Glied ist nemÜeh, wie leioht einzusehen ^ 
2m «S,«^... .27 28 2s 24 2,« Aus diesen findet man nun die übrigen wie 
folgt« Man sohneide zuerst die zwei letzten Elemente 2« 23 ab und setaa 
statt derselben 3« : dies gidl>t das zweite Glied 2m.2,^| • • • • 2? 2e 2s 84« Als« 
dann sdineidet man die zwei Elemente 2s 24 ab und substituirt statt der« 
selben 3s: dies giebt das dritte Glied« Hierauf hebt man die drei Elemeola 
2e 2s 2« heraus^ substituirt in allen Torhergehenden GOedero statt 2« 2« das 
Element 3« und dann statt 2^2424 das Element 4^; eben so TerKKhrtman 
mit 27 2e2sf indem man in allen Torhergehenden Gliedem zuerst 3? statt 
27 2e und alsdann 47 statt 272424 setzt. Dann hd>t man die Tier Elemente 
2427242s heraus und setzt aUmSlig ^ statt 2427, 4^ statt 2427244 S. statt 
24 27 24 2s in allen entwiokdten Gliedern^ und auf Shidiohe W«e TerfÜhrt 
man hierauf mit den Tier Elementen 2924 7^ 2oj u. s. w« Es ist leicht ein- 
zusehen 9 dals dieses Verfahren im Grunde mit dem firnheren zmammen- 
füllt und em Beispiel wird dies zur GenSge deutlich machen« Es soll 
M. B. B4 entwidLolt werden ^ so hat man 

24 27 24 24 24 2) 
34 statt 2424 gpebt 242,242424 
3s - 2424 • 242724242, 



2.2.2« 



2? 2« Ss 



2,2t2,2, 



3« iMt 2«2, giebt 2«27 2s2«2, 

2» 2? 3« 3« 
4« - 2,2»54 - 2,2A2, 

St • 2? 2a • 2g 27 25 24 2^ 

2« 37 ?5 34 
28 ^7 3s 2j 

4, - 2,2e2s . 2,4,242, 

2,4,3« 

3b • 2i 27 • 3g 2o 2^ 2^ 2j 

3g 2g 25 34 
3g 26 3» 2} 
3g 3e 24 2j 

«}g «Sg ^4 

3,4.2, 

4» . 2,2,2. . 4,2,2«2, 

4» 2, 3, 
4g 3s 2) 

5g • 2g 27 2g 2g • 5g24 23 

5g 34 

Die AnweBdoiig des Voiliergdieiiden eof ^ tursprSoglielie Frege 
ist Moht gemecbiw Hat man A^ aus den Gleiehmigen (2«) gefunden | so 
kennt man aodi den Werth von A^ in den Gleidfungen (1.)^ soiiald man 
statt lii lg n« 8. w. die entspradienden GKUsen üi, (üi, 4^^ u« s. w«, 
allgemein statt rg die GrSlse (ai, ^h,^. setat^ wobei noch au iiemerken 
immer 2i «s 1 ist 

Es ist au B« gelben 

^ SS F(l + x:l — 4f:2 + ap:3— jr:2+«:5— ^:2-..0- 
Terwandelt man diesen Kettenbrueh in die Reihe l+^i^ + ^^^ + *«**> 
welches wird der Werth ron As san? 
Hier ist 

Entwidielt man nnn den Kettenbruch F(l+1 ;1— 1 :2-fl:3 — 1 ;2+l :S..*.) 
und Tergleicht ihn mit dem allgemeinen Schema F(ai + ^ • ^ *f I •* ^3 + • * • Oi 

Cnite't l»«nMl d. iL B4. XTIO. SIL 1. 10 
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l.t 
^ l.t 
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1 6.4.1 6.1 i.n _ 1 
I12.6.2 " ß.6 I2.2J "" 24* 



Gdegeotlioh mtUI ioh hier nooh eine Berichtigimg zu m^ner frahero 
Abhandlung über die Kettenbrüche mittheilen« loh stellte nemiioh damals» 
nach den mir bekannten Kettenbruohen» die Vermuthung auf, dab, wenn 
in einem Kettenbruche nur poutive Zeiohen vorkommen und die Theil« 
2&hler im VerUUtnisBe m den ihnen entsprechenden Theilnennern inuner 
grfilser werden, der Kettenbruch immer eine irrationale GKifse ausdrucke 
(Bd. !!• d. J. S.41.% Idi habe aber später Ketteobruohe entwickelt^ 
die das Gegenthdl bewasen« Es ist z« B, (Evler Introd. in an. infi 
S. 293.) 

i ^=^ 1 • i • 1 • T • I • A • • • • 
Verwandelt man dieses unendliche Product nach dem im 10. Bande d« h 
S. 260 angegebenem Verfahren in einen* Ketteobruoh» so hat man 
i = FCl + l:2 + 2. 3:1+3. 4:2 + 5. 6:I + H. 7:?. ...)• 
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4. 

BeitrSge zar n&henmgsweisen Beredmung bestimmter 
Integrale nach der Methode der Quadraturen. 

(Yoii Herrn Prof. J. L Kaabe tn Zurirb.) 



JLPie Methode der Quadratareo cor DSheniogsweisen Bereobouog bestimin« 
ter Integrale erhielt erst durch Paissons Bearbeitung *) dieses G^en- 
standes eine strenj; Wissenschaft iiohe Begründung« Denn die, dieser He- 
xode von Maclaurin und Euler heigefogte Correctionsreihe ermangelte 
eines Kennzeichens aus dem der jedesmal Statt habende Fehler beurtheilt 
werden k6nnte» Diese Locke ist durch das von Poisaon dieser Reihe 
noch beigefügte ErgSnzungsglied völlig ausgefüllt, woduroh in theoreti- 
scher Beziehung der Gegenstand als geschlossen angesehen werden darf. 
Für die Anwendung hingegen ist der grofiie Yortheil dieses BrgJInzungs« 
gliedes bis jetzt nicht genügend aufgedeckt worden. So ist z. B« der 
Fall, wenn sSmmtliche Glieder der Correctionsreihe in Nullen übergehen, 
nur oberflfichlicb erläutert« Das Paradoxe desselben ist zwar durch das 
Dasein des ErgSnzungsgliedes gehoben; allein man sieht nioht recht ab, 
wie dann nach der Quadraturmethode die Rechnung zu fahren sei. |m 
Allgemeinen vermifst man ein Verfahren ^ welches den Gena^gkeitsgrad 
eines nach der Methode der Quadraturen bestimmten Integrals anzeigt, 
wenn mit irgend einem locremente der Variabein die Rechnung angestellt 
wird, und umgekehrt« 

Die Aufklarung dieser Puncto wird den Inhalt der vorliegenden 
Beiträge ausmachen« 

1« Stellt ^ {x) eine inner halb a und h (b^a) oontinuirllehe Funo* 
tion von x dar und setzt mau 

h — a = no^), 
wo II eine ganze positive Zahl bedeutet, so entbfilt eine der folgenden 
drei Gleichungen: 



') M^moirea de llostitut 1823. 

10 • 
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[jr 5= «[4<p(a)+(p(Ä+«d)4^«+2w)+--..+^(a+(^^ 

die lot^ratioosmethode der Quadraturen» Je kleber das laorement ee 
gedaoht wird: nut desto mdur Genao^eit bestebea auch diese Cileichiiii» 
geii# Diese Gleidumgeo sind voUkomoien richt^i wenn oi ab ein aiieiid« 
lieb klein«, also n als ein unendlich grob« Werdendes gedaeht wird. Den 
Unterschied im Residtatei falls oi einen endlichen WerCh annininity wel» 
lAes letztere Resultat nur einen angenitherten Werth darstellt, suchten An 
Geometer duroh Reihen, die nach den Potenaen von ai lortgehan^ dam» 
stellen« Limite UxA *), wenn öm dritte der obigen Gleichungen Cssl- 
geeetat wird, diese Reihe unter folgender Form: 

wo 

^* =* O**^ ^* ** 1.2.i.4**^ ^« " i.2-3.4.6.6**' «•••W. 

und Bi» JB,, JBj die BernouilUschen SSahlen sind. Bn Ausdruck von der 
Form <^jt(^) fltdit hier und in der Folge den Aten Dtflbrentialcoeflfioienten 
der Function (P(^) vor, wenn nach vollaogener Differentiation xssm 
gesetst wird« 

Die hier aufgesteDte Reihe wird die CbfrM&Mwette aar nlflierung^ 
weisen Berechnung der Integrale nach der Quadraturmethode genannt. 

findlidi liatPocMo% um diese Correctionsreihe sammt ihrani Eraen« 
gungsgliede an gewbnen, eine mit der folgenden Gleichung fpna Bhnliche: 



-2^1"/W)oo.5^«2(Sr^ 

aufgestellt, in der das Summenxeichen auf alle ganae und positifo Werliia 
Ton ^ sich erstreckt« 

Am schneUsten gelangt man au derselhen^ wenn folgende Gleicbungi 



W = rij/ V)&+.4:'|"C/:Vw-.'-i!S=^'«)~.'-^^ 



e) Trsits im fondiost sIBiMiyus. T« IL 



mm Gnmde gelegt wM« üe snr DvatelhBg der FaMtfeaeB im RcihflB» 
w«ldie BMh de« CiwioMMn derVielfiMlMo derYariabehi IwIgalM^ disat. 
WirdaaniB deneÜMNi aaob und Mob « ss «^ ussm+o^ v bs m+fla^ .... 
u^m-\-(n—i)Ut ««•! goBotet uad dami die Somino denelbeii genoai- 
meo, naobdem bmo aooh früher die erste «od die letzte mit j- mdl^lidrt 
hat, M ergiebt tiob naob eidgea Redoetioiiea die obige Gleiohaiig (L). 
Dureh Int^gnlioo p. p. gebt da» bestimante lategral ia Gkioboag (L)> 

ia eiae amA aubte^ieBdea Poteoaea Toa w* fortgeheade ReOie iber» wo« 
durdi eedlioh erbdtea wird: 

n. r*^{x)dx =s 

Diese Gleichung^ in weleher: 

btj ISset das Problem der o&beruogsfreiseo lotegratioo nach der Bfethode 
der Qaadraturea ToUstftid^e 

Die erste Zefle dieser Gleiohuog drSdit die allgemein bekannte 
lotegratioösmethode der Q^uulraturen aus« Die sweite Zeile oorrigirt die 
erste» falls in. derselben oi endlicb vorausgesetzt wirda Die dritte 2Seiie 
endlich enthSIt das Poityoiiiicbe Ergüosungsglied , welolies cur Sdigtaiog 
des mit der Correotionsreibe noch begangenen Fehlers dienen solk IKe^ 
ses BrgSazttogsglied bildet die Basis unserer folgenden Untersnohungen« 

% Stellt man durch A« den numerischen Werth dieses ErgSiH 
fungsgliedes dar» so ist 

und wegen 
bat maa audi 
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Betraditen ivir nun suent deo Fall^ wenn die Ftmotkio (P^mC^) 
I8r keiDen der Werthe voo x, die innerhalb a und ( liegen^ eine Verfin« 
derung im Zustande des Zeichens erleidet^ oder wenn diese Funotion ?on 
jpssa tm x^sh dasselbe Zeichen behält , so besteht ^ was die numeri« 
sehen Wertbe betriSIty folgende Ungleiohb^t: 

*• * (Ä)" '.;>/>.-(') (-^^^y'- 

Daher bat man mit BerocksiditiguDg de» aufgestellteo Vf ertbet von R^ 
mit Gleiofattog (2.) 

Nun ist 

f * <P,« (x) <?a: =s ^^, (J) — ^..» (a). 

Also, mit Zuziehung der Bedeutung von Fs^ naeh Gleichung (K)^ 

TergTeidit man dieses ErgebnUs mit dem letzten Gliede der Corrections- 
reihe in Gleidiung (li.)» ^o kann man folgenden Sats aufstellen; Wird 
der Werth änea IntegräU nach Gtekkunff (II.) bestimmt, und bricht mit 
irgend einem Gliede der Correctionermhe , z. B. mit defn Gliede 

die Rechnung üb, so ist der Jüebei begangene Fehler numerisch kleiner, 
als das letzte noch gerechnete Glied der Correctionsr^e, wenn die Func^ 
tion (Ptmi^) t'^n orsa bis xiesb ein und dasselbe Zieichen behält. 

Z. Als Anwendung dieses Theorems eignet sich sohr gut das In« 
er* — ^ wobei a > gedacht wird« 

Es ist hier 
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. ... + (2«— 1) (2o»— 2)... . 43.2.1] -^, 

Dals flie Functioo P^^ (x) for keineo endlichea Werth von x ?er- 
schwindeo kann^ wird am deo positiven Coefficienten des Ausdraokes in* 
nerbalb der Kbmmern gefolgert ; und da dieselbe Function von x^ss a 
bis JT s= oc continuirlioh bleibt^ so gelangt man 2u dem Schlüsse^ dals sie 
im Bereiche dieser- Grenxen bestSndig positiv bleiben mu£i* Wenn daher 
mit der allgemeinen Gleichung (IL) 

— ya(« + l)«^*^ + r4(«' + 3ö*+ 3.2«+ 3.2.1)«-^.... 

4.(~ir r,^ («^*-^+(2m— l)a""-»+(2m~l)(2m— 2K'"-^+ 

•.•. + (2m— l)(2m— 2)....2.1]^-*-^ 

gesetzt und der numerische Werth dea Fehlers durch JR^ angedeutet wird, 
ao besteht folgende Ungleichheit: 






Daher um so mehr 

ll^<1.2.3....(2»-l)r,^.5;j;^ 

Setzt man der KSrze wegen 



f^ «B l,2.3....(2m — 1) yap»-;^;;;', 



4» Rmahf, Kur 0«rc0Aiiiav btstiaimkr hä9gr ^ 9. 



SO ist 

Wird (« as fjr^ angenonuMB» ao findet man 



10 



. maS» ^ m 0" 1712248» 

• 111814, -^sO" 2645613. 

ErklSren wir tms fSr den letiteQ Werth mm -^, so bartehat fie Glei« 
choDg 



—(4^+ 54*+ 30«*+ 600*4-130« +130) F. ~ 

+ (a^+7^+43i^+310i^+ 840a*+3530«'+50lO«+ 5040) F. -^ 

idt einer Gentingkelty die nch noch eof ^ siebeBte Decimebtelle 
streckt. Denn das letate Glied bi dieser Gletobans ist naek dem Yorber- 

gebenden numerisob kleiner als jnn» ond die Brg&umng der Correetions- 

rdhe ist nach dem au^esteUten Satae kleiner ab das letst« Gfied dersel» 
bea. Um Erldebtermig im Beobnen an «rawesken, obne dso Genau^ 

keitsgrad desResultats an Tesringens» kann naan ~ ss^ seiaen. 

FSr den gaas ^eeiellett Fall, wenn man a«s 1 ba^ erbBlt mans 



--TF,(i)« + i5F,(i)*-^F.(i)*+l^F,(i)-. 

IKe SO «sleB Cffieder innerfidb der UamoMni der ersten ZeÜe bidte idi 
beresboel ond odt |^ die SnoMue dersdben midt^Keirt Als Resalti* ctp 

gab rieb: 

0^3331850. 

Sebon bi der sirelleB Deefanahtdle wdobt dieees Resultat ron dem bis 
jetst bekaunten Wertbe des rorCegenden Integrals ab. Nun bat man: 



4. Rmahe, xm BnttHuuaig lettimmtmr Jhttgräk, • %\ 

Yj 8B (K0833333 and logK, s» C 9308188 ^2, 

y, tas O'OO 13389 . logF«8s 0' 1426675— 3, 

F. s 0^0000331 - logF, a O' 5194182— 5, 

FssO'OOOOOOS - losFsBsO'91735d3— 7, 

renn die 4 Glieder der Correotioiwreibe berSokiiehtitt wecdeo. 



/ 



^ s 0'223I850— (y0038018 = 0'2193839: 

1 X ' 



!• wdebem ReMiltate «Immtliolie mhea Decimaktellen richtig uod« 

4« OAm wir mm n dem Ftlle fiber, wenn die Fmietion (p2m(x) 
beim Uebergenge von xss0 hm x^ssb ein oder mehrere mal das Zei- 
oben TerBndert« In dBesem Falle tind die SoblSsse am No. 2. nieht au« 
ttlUiob; namentlioh kann manabdann die Unglelehheit (2.) nieht anfirteOen; 
daher aoeb die Ungleiohheit (4«) nieht mehr gefolgert werden dart Um 
diesen aebwierqgen Fall an ISseni bedenken wir snert^ dab die allgemeine 
deidiong (IL) mir miter der Bedingmig am der GMehong (L) abgeleitet 
werden konnte, dafii die Fmietfenen (Pi(x), <Pi(^)j (fhi^)ß • • • t ^(^) 
Oft Werthe von x, die innerhalb der Integrationsgrenaen fideni nieht nn- 
endUoh grob werden» Da demnach die Function ^(r) beim Uebergai^ 
Ton xssm im xssh eine oder mehrere Zeidienverlnderaiigen iiaty so 
kann dieam nur daher rSbren, dab ne bei dem erwfihnten Uebergange 
ein oder melurere mal durch Null gebt. Seien nun ai, Oi, a^, ^ . . . a^ 
reelle, & Function (PimC^) Torech winden machende Werthe von x, wdehe 
Abandenu^m im Zeiobenasuctande der Function (Pa«n (^) iiewirken, derge» 
atalt, dab (nr jeden noch so kleinen Werth von k die AusdrScke 

entgegengesetste Zeichen haben; so uorlege man dm gegebene Inte« 
gral in eine Summe von Integralen, deren jedes awei, der 6r6be tmA 
auf einander folgende Buciistaben «ü Ot» o,, . t # t Oi m Grensen liat 
Diese Inti^rale smd sSnuntlich mch der Gleidrang (IL) m bebandefai» 
Auf jedes derselben ist das Theorem in No« 2. anwendbar» Will man 
iberdi« für alle diese Integrale gleich viele Glieder der Correctionsreihe 
in Anspruch nehmen, so wird fSr jedes ein e^nes Increment liestimmt 
w e rd en mSssen, um einen gemeinschaftBchen Genaulgkeitsgp«d für alle 
integrale m eraelen« 

In diesem Falle ergldbt. sich abo folgendes Teifobrene 

CralW« ImtimI 4. M. B4.XY1U. HS.le II 



82 4» Baahe, zmot Bertthnwig lesümtiaer tntegralt. 

Mao siiohe dSejen^en Wunelii der Gleidioiig 

die groiser ab a und kleiner ab b und die ÜebergSnge des ZeicIieD« 
«Standes der Fonotion ^(x) sind« Beseicliiiet man dieselbeO| wie ?or* 
hin f durch ai ^i o^ • • • • a^ » wo 

so setse man 

f^'(P{x)dx^f''*P{x)dx^f^'(P{^^^ <p{x)dx. 

Wird ferner 

^Odb'^^ Äi'^'Äj H^ Wi sss Cta*"" ft^ j Ha Cöj 5= Äj •— (X2 > •••# Äjb Cd^ = Ä — Cdi 

gesetzt I wo ito> Hi^ ii2^ •••« nj^ ganze positire Zahlen sindj^ und wird 

Wi[i<PCax)+<P(ai+Wi)+?>(ai+2wi)+ • ... + ^(«1+ («i— 1) Wi)+ l^C«»)] 

5. <— ^al^PiC«»)— ?>i(«i)]«I+ n[<p3(«i)— ?>3(ai)«; ^ 

.... +(-irT,«[<pa^i(a,)--^^,(ax)]w','", 

<p(x)Jx SS 

"i 

angenommen) so bestimme man die Incremente too» Wi, Wj, Wü .... wt 
aus folgenden Gldcbungeot 

l'j» [^j«-i («») — <Pj«-.i(ai)J wj- « + *« , 



& 






4. Jlaahe, zur BtrHihnung bestimmter Integrale. £3 

!o weldieDy damit die locrammte redte Werthe bekommeni dte oberen oder 
unteren Zeichen gelten » je nachdem die Function (^2^ (^) ^on jt := a bis 
jr s= Ai ein positives oder negatives Zeichen bat. Wenn mit diesen In« 
crementen die vorhergehenden Integralö gerechnet werden» so dnd die 
Fehler in den Resultaten überall numerisch kleiner als £^. 

5. Die zuletzt auFgestellten Gleichungen (6.) fiihron auf emen Zu- 
sammenhang unter den locrcmenten oüi, , uii , ^ t • • • * (^f der beachtet 
zu werden verdient* Dividirt man diese Gleichungen» in der Ordnung wie 
sie aufgestellt sind» durch w;;'", w]*", coj'^, .... w;^, , wj« und nimmt dann 
ihre Summe ^ so stellt die gefundene Gleichung 

den ZusammeDbsog noter den locrementen dar, welcher ganz iodepen» 

dent von den Wurzeln oci, 9i > «^ » «t besteht. Der nicht selten vor« 

kommende Fall» wenn man 

<Pi«^i (») — (P,^, («) = 
bat, glebt folgende noch eiofaofaere Rebtion : 

J L+J Lj. I (-1)* - n 

Fiir A a 1 g^ diese Gleichung 

In diesem speddlen Falle wird die Integration von a bis b mit. einem 
einzigen Incremente bewerkstelliget« 
Ftir Ak =s 2 giebt die Gleichung 



1 _ 1 , i ^ 



woraus gefolgert werden kann » dafs das mittlere locrement» oder dasjenige 
mit welchem das bestimmte Integral /*^{x)dx ausgemittelt wird» nu* 
merodt kleiner als die beiden andern Incremente güq und eo, sein mufs» 



6» Die in No. 4. angestellten Befrachtungen heben alle Zw^fel 
wegen der Benutzung der Correctionsreihe bei der Quadraturmethode« 
Nur für die Anwendung wSre es höchst beschwerlich und in vielen Fallen 
sogar unausführbar» das am gleichen Orte gefolgerte Verfahren zur nume- 
rischen Bestimmung eines Integralwerthes auch unverändert befolgen zu 
müssen« Die folgenden Betrachtungen» welche sich auf die in No« 4* stutzen» 

11* 
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BhnB n€iMm ^fel n infi w h e w i Yw hfcf qp , wdehM den Yom^g der fämMk» 
hA mit dem der GMelifilrm^keit fa der BehandlnDg äHer FIHt ygremfa 

Weno irgeDd eioes der Integrale der GteSobmigeD (S.) mit dem flim 
• n tipreehepdeii Ineremente tu den GMehongen (6«| beettamit wird, eo 
erreioiit man |edeenMl einen von der Grübe i^ eUiVD^gen Geneo^eile* 
girid# Da dieser CenamglMilagmd erbSlit werden mnfi^ wenn nnter JabA* ^ 
fjBBM g le i chen YerlifltmMen ein noch kleineres Inerement der Reobnnng mm 
Grunde gel^ wird, so werden viele Seliwierigkeitesi nn^mgent wenn 
sümmtlieiie Integrale der Glefalrangen (5«) mit dem kleinsten der Inera» 
mente ai^» ft'i» oh$ • ••• ^ oder mit einem noeb kleinen Ineremente 
bcilfaiiiiit i^ecdeiu Nennt man w dfetei allen Intagralai der Gleiafaangen 
(5.) angdiSrende InaceiBent, lo hat man, wenn diese Cieiehnngen addirt 
weraen vnd 

UM OB I-*« 

geeetet wird, Ibigenda Gkidiinig: 

in. f*^(x)i^9M 

mut AmuvMang einet beetimnlen lat^prali« 

Dieaee BrgeiMdb ae^ dafa man die Qna d r alu nne d ioda anfijpeiflfce 
Weiw au eonig^ iMbe, et ni6ge die Fttneiioo ^(«) Ton «0« hk 
msat bertlndjg üir ZdUien beibehalten, oder danelbe mehrere Male 
Indem. Der UnterMhied der beiden FlUe liegt ledigKob in der Beetim* 
mu u y weiw der CMIae 1, Wahrend im enten Falle bei eiaer wBIkiip- 
üoben Annahmii yon w der Vehkr dea Rendlata nnrn e rl uh kleiner ab «» 
irty wo man 

bat, mnfii hn letaten Falle bei der Beetimmiing dea iuw e m e n li m dfe 
Torrfebt beachtet werden, dab danelbe daa Mmimam nnter den biora- 
»Mota «db» tiH$ «k> ...-. «Oft der Gleiohnngen (iB.), oder noeh kleteer ab 
dbaea Woinnm aei, damit em gleicher GenadgMbgrad enielt werde. 
bft lefileni Fälle kann es lioh anoli ereignen» dab man 

fiadet. Dann hat man 
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/ 



^(dp) ix SS 

4>ir*?>«+?>(«+«)+^(«+2»)+....+^(«+(«-i)w)+i^^)j, 

mid dam nach Aeser GWelNuig geftmdeiie Resultat diflSurirC nm dem 
MuHmlen, wahren Reraltate um eiae GrGlse^ die kleher ab f «» iil^ wem 
MV oa die oben erwttmte Eigeniehaft des BfiDinrams bat» Dae Pafadoxon 
Ton Legendre ist daiier TollstBnd^ erttutert; denn daa Inevement fti fat 
nieht ¥6llig wÜlkorliob^ aondern es mnls der oben erwSbnten Bedmgnag 
genSgen* 

7. Kaeb dem eben TorgeCngenen bandelt es noh jedesmal um 
iS^ Aosmittlmig des kleinsten der laeremente ff^f Wif uh$ •••• (^$ n 
welchem Bebufe die KenntnÜs dieser s8mmlliehen Grfifsen ttneriafsBch ist. 
Da femer die Bestimmung dieser Grfilsen eine genaue Kenntnifii der Wur» 
Mb ttjit 0,1 Osi •••• Ol Torausselali und diese Wuraeln im Allgemeinm nur 
angenSbert gegeben werden kSnuen, so eracbten wir es ab sweokdien* 
fisht «mat den Binftib einer Csblerbafken Annahme der Wunelwertbe auf 
dfo Bestbnmung der Incremente xn untersuchen« Wegen der AehnBcb» 
keit der Gleichungen (0.) unter einander kann man die Untersncbmig da* 
durch erleichtern^ dals man nur ein solches locrement der Betrachtung 
unleraebt und die lur dasselbe gefondeneb Resultate^ nach gebSriger Um- 
setmmg der Budistaben, den fibrigen locrementen anpalst. 

Legen wir daher die a weite der Gleicbungen (6.) cum Grunde 
und aetaen einstweilen 

so bat mm 

Stellt mm die genSherten Werthe von Oi und a« durch ß^ und Ug vor 
und den durch diese Annahme eraeugten Werth von »i durch 1%^ so haf 

nucn 



Noa Mi 

WO abo ki and ii (Be mnneriBdiM Werthe der FeUer der Wondn a» 
«id a« vonteüe«) to bat mao, wenn die dritten ond bShera Potanaen dfe- 
aer Fehler vemaehttfe^ und die Gfetohangen 
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berücksichtigt wer Jen: 
Wird ouD 

vorausgesetzt^ welche Voraiissetzungi der unbestimmteo Grofeen Ax und A2 
wegen^ immer realtsirt werden kann; so erhült man, mit Beachtung des 
vorhin aufgestellten Werthes von eoi ; 

Diese Gleidiung stellt den Zusammenhang des Incrementes ufi mit dessen 
approximirten Werthe Vi dar» 

Bezeidmen wir nun diirdi 

^if ^f ^f ^«f • • • • «* 
die gen&herten Werthe von ai 9 Os ^ Oj | • • » • ai und setzen 

so stellen 

die numerisdien Werthe der fehlenden Wurzeln an ^2 1 » • • • (^t dar» Fer* 
ner seien 

Vo$ Vif V2, Vif • • • » Vk 

die genfiberten Werthe von eobi »xt ooxt •» • f coi^» so hat maui unter 
Voraussetzung der Unglrichheiten; 

1 »a„4-i («i) »? <r + 1 



7. 






und bei Temadil&s^Qg der dritten und höbem Potenzen von k^, Jh, . . . . 
. « . • 4| I folgende Gleichungen : 
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U| — (ü| 



u 



8. 



UM COM- ^^ . y,_^(a,)_y^_^(a,^^) » 

Dafs die Uuferscliiede w— o*,, Ui — w^, •... linfserst kleine ZahleDwerthe 
haben, leuchtet bei eioem eiofachen Vergleiche dieser Gleichungen mit den 
Torhergehenden Ungleichheiten ein; allein eine klare Einsicht in die Be* 
uhaffenheit dieser Unterschiede urird erst durch den in der folgenden If o« 
aufgestellten Sats erlangt» 

8. SämmUiche Differenzen 

Uo— öüö, Ui — CO,, Uj — CO,, •••• Mi — oa^ 
der Gl^chungen (8.) haben positive Werthe. 

Wir begründen diesen Satz folgendermaalsen : 
MSn setze voraus, die Function ^2m(^) habe für alle Werthe von 
dpcsa bis jrsO] positive, von x=:a| bis x^sza^ negative, von x^s^a^ 
bis dP 88 tts positive Werthe, u» s. w#, so bat dieselbe Funotion von 
x^=^ dk^x bis jp = a^ Werthe mit dem Zeichen von ( — l/**^ und von x =i aj^ 
bis jr SS 6 Werthe mit Zeichen von ( — 1 )^ Dieser , oder der genau ent« 
gegengesetzfe Fall, mufs Statt haben« Lassen wir einstweilen den Gegen« 
Satz unbeachtet, so hat man zuerst, wenn unter h eine unendlich klein 
werdende positive Gröfse gedacht wird, folgende Gleichungen: 

<p2m (a,—$) = — ^(P,«+, (aO und (P,^ (a, + ^) == + ^(p,^, (a,), 

<p2«(ct3 — ^) = ~S(()2.^i(a,) - (p2m{ci, + $) = +^(P2.-n(ai), 



Unter der vorliegenden Annahme zeigt die erste dieser Zeilen fiir ^2w-|.t(cCi) 
ein negativa, die zweite Zeile für ^im+i (c^O ein positives, die dritte Zeile 
fiir ((>2m^i(<h) ein negatives Resultat u« s« w« Die letaste Zeile endlich 
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mtiffL fSr f^H (flO «*» Resultat mit dem Zdohen tob (—1)^ Stellt bhui 
driier Oie Fmelioaen (Pi»|-t(tti)> ^im^ttfl^f • • • • ^2m4i(a>) In boriaoDfaler 
Reihe auf, und imter jeder das ihr sugehSreade Zetehen, lo erhllt man 
ÜDlgeade Anordbung: 

^»fl(«i)> ^tef><<0> ^*t(fh)» • • • • 9im^(<tlJ)$ ^>»fl(«t)» 

- + - (~ly- (-1)*. 

Femer berfehan folgende Gleiohnngent 

^-a («0 — ^a— I («) — ^ *' ^*- (') ^*> 

ft-H-i (oj) — ^Wa («i) «■^*' ^*» (*) '*' 
^«-» («3) — Pu^ (<h) = /** PtmiaÖ *»> 



WM mni der bekanote ZwamiiieiiliaDg swMhM Samme nod baitiiiiiiitem 
lot^ral berSoUohligt^ so ergiebt sich folgende Aoordnuogt 

+ ~ + <-lÄ 

wo jedes GrSfseopaar und das unter demselben stdiende Zeioben auf 

gltfdie Weise wie Torbin zasammengehoren« 

Da man bei der entgegengesetsten Annabme 8ber die Zetohensn« 

aOnde der Foncfion P^ (x) auf folg^de Zusammenstellung der Funetio» 

nen und deren Zeichen geCSbrt wird: 

Plm^tMs P2m^l(f^9 Pu^l(^)$ * • * « P^m^li^f 
+ ~ + (-1)^ 

und 

- + - (-1)***, 

ao folgl» dab b deo Brachen der GWehnngen (&) £e aSeieban der 
Zttliv denen der Nenner enlgrfengeietat aind{ vnd da tot jadam &it» 

^p^BK ai^K^i^apHi^^v ^^HB^p ^i^^B^^^a^^^HB ^pn^^WB^ ^ i^M^ ni9^ vav^A snnn^^^^^munun^i^ ng^ n^# ^^ws%an ^^^^a^v^^bb^ 

■etvlgt* 

9. Am deflB ha vorigen No. an^ertelllett Salae erhfil ahhi anarat 
fblgond« Vo^taUbbikmt 

•0. aib<Ui> «!i<Vi»* «*i<ti>, .... «ik<tift, 



4. Rmmhe, zur JknoRmmf huUmmi^r tnUgrah. 88 

oder et dnd tSinmtlioiiei divdb aiigenSherto W^ Oii «^i««» 

... aii erlangten Inerementenwerthe gKUaer eis dfe nnhekennten wahren 
Inerementenwerthe» 

Ferner folgt aus demselben Satm und mit Zudehung der Ungleidi* 
heiten (7«) : 



^-«^<5i' ^*-«*<5i^ ^»-«»<?är' — ^*-^<55[* 

daher wegen (0.) um so mehr 



*-*^<5i^ ^*-^*<ä' ^~^<5i» — «»-«*<äj 

woraus sieh folgende Ungleiobheiten ergebend 

la c^>t^(t-2y> ^'>^'{^'-ji^^ ^>^(*"'ay» ''-^ 

IKese Ungleidibeiten geben die untern Grenswerthe und die in (0«) auf- 
gestellten xeigen die obern Grenzwertbe der Incremente oü^ i o^u • • « • odk 
an« Aus den Unterschieden 

£ä. J^ «Zl ^* 

2m* 2w* 2m^ * * * ' 2m 

dieser Subersten Grenzwwthe ersieht man am besten ^ mit welcher 6e« 
nanigkeit auch angen&herte Werthe Ton an Oi ^ • • . • a^ cur KenntnÜs der 
Incremente (Shren. 

Femer kann man mit Zuziehung der Ungleidibeiten (10«) jedesmal 
eine Zahl finden ^ die numerisch kleiner als das kleinste der Incremente 
a\)9 6ü|| (jö^f .... (ß)k ist. In der Thati es stelle Vp die kleinste der Grö- 
lten Vo$ Ui9 V2f •••• ^k ^or^ so hat man» wenn die ihr unfer den Incre« 
menten güö ^ oii ^ • « • t (f)k entsprechende Grolse durch («^ iiusgedrnckt wird^ 
nach (10.) folgende Ungleichheit: 

Ist nun (f)p die kleinste der GrSlsen d^^etfi^ 6a2^«#«fa)|| so stellt der 
Ausdruck rechter Hand vom Ungleichheitszeichen den angekündigten Zah« 
lenwerth dar. Findet diese Annahme nicht Statte sondern ist ta^ das Mi* 
nimum unter den Incrementen uV) > a>x ^ • , • • cüi ^ so sei u^ der diesem Mi* 
nimum entsprechende Werth unter den Grölsen Vq^ v^ Va» * • • • u/.« 
Dann wird man zuerst yermöge (10«) haben: 

«,>U,(l-2^). 
CrvlI^t loanwl 4. M. Ba.XnU. Bft.1. 12 
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Nach der Vorainselziuig ^ ^p<.^q^ daher aueh 

Es bl abot wenn 

gesetst vmrd^ iße»^ £V*iV2r0 o) KMner ab da$ kMnste der Ineremenie 6üb> 
a)i> ea2> • • • • a)|^ falls Vp die kldnste der durch Bechmmg gefimdenen 
Gröfsen %^ u^ U2f •••• y>i i^t 

\0. Die in der vorhergehenden No» gewonnenen Resultate stfitsen sieh 
sSmmtlioh auf das Statthaben der Ungleichheiten (7«). Diese UngleichhcH 
ten bezeichnen nur immer den Genauigkeitsgrad in der Bestimmung der 
Wurzeln «i , 03» Os » • • • • aiy damit jene Resultate auch ihre volle Gültig- 
keit behalten« Wie die Beurtheilung des Genauigkeitsgrades vorzunehmen 
sei 9 erhellet aus den folgenden Betrachtungen« Heben wir eine dieser 
Ungleichheiten I s« B. die folgende 

* * 9>2m-i (»jB+l) — 92«-! («/») ^^ — > 

heraus^ wo k^ und Ap^i die numerischen Werthe der Fehler der Wuneln 
ftp und Op^i bedeuten« Nach No« 8« haben die GröCien ((>7M^i(ß»^ und 
(J^WhC^p^) Resultate mit entgegengesetzten Zeichen: wenn man daher 

voraussetzte so wird die vorige Ungleichheit um so eher bestehen ^ wenn 
man die folgende 

* * 9>2i»-l («p+l) — 92m^ (»/>) '^ ^ 

za realisireB sucht« Wird hier 

«rt-i = öp+i + Äpj.1 und «p = flp TÄp 
gesetzt 9 wo n^i und ap die angenäherten Werthe von a^^i und a^ sind, 
so bat man, wenn die dritten Dimensionen der Fehler vemadilülsigt werden : 

Hieraus zieht man zur Beurtheilung des grClsern der Fehler Ap und ü^g 
folgende Ungldchheit: 

^ * l(P2mJ^l («p+O — '»ajn+l («p) J 

Die Grofsen 1^ und ap^i sind immer bekannt ; die Werthe von Ap und ü^i 
lassen skh immer schützen; findet daher die letzte Ungleichheit Statte so 
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kann man mr Besttiiiminig der Greise Vp fohrdten ; im entgegengesetzf en 
Falle muljB mao die Fehler hp und Ap^i verriogern^ oder den Genau^k^ta» 
grad in der Bestimmnog der Wurzeln ap mid Op^i zu erhSben audien. 

Hat man sich für alle Werthe von p^=i bk p^^k — 1 ron der 
Richtigkeit dieser Ungleichheit überzeugt , so kann man zur Berechnung 
der Grölsen Vif V29 v^f • • . . Ujui obergehen« Ferner hat man, ehe zur 
Berechnung ¥on Vq geschritten wird, die Richtigkeit folgender Ungleichheit 
SU untersuchen: 

* ^ l 92«+! («1) 1 * 

und endlichi ehe man zur Berechnung von Vk übergeht^ muls man folgende 
Ungleichhdt 

herzustellen suchen« 

11« Zum Schlüsse wollen wir eine gedrängte 2Snsammenstellung 
aller gewonnenen Resultate geben« 

Zuerst hat man nach Gleichung IIL 

wo n eine ganze poutive Zahl und 

2« nai s= b-^a 
bt« Um die Gröise ca anzugeben, damit der nadb der obigen Glttdinng 
bestimmte Werth des Integrab nur noch einen Fehler gestatte , der klei- 
ner als eine gegebene Grölse i^ ist^ untersuche man, ob die Gleichung . 

reelle 9 innerhalb a und b fallende Wurzeln habe, oder nicht« 
Im letztem Falle setze man 

80 ist der aus dieser Gleichung gefolgerte positive Werth von oo der gesuchte« 
Im erstem Falle bezeichne man die angenäherten Werthe der Wur- 
zeln der GImchung (3«) durch 

^iß ^9 ^f • • • • (^19 

so dafii 

fl<ai<«a<«i • •••<«*<*• 

12« 
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Die nomeriNlieii Werdie der Fdiler dieser Womeb edm \n dersdben 

Ov&ung dunh 

Ai* *i> *•> • • • • Aj 

▼orgestollt* IKeie angenSherten Wandwerdie, Munint dea logebSreBdeo 
Fdbleni) mSnen fofgenden Bediogongeo genSgent 



*, Oder *. < *-i;^(.,^'«;^,(.;)j^ 

*; oder *• < 4 r y»»-t(V~y^(*i| 1\ 



I* oder *•,< 4 i y««-«w "y«"^;«t-»> r 

1« ^ 4^ ry^-iW-y«^ (>»)]« 

In den UnglekUieiieB, wo nrei Naohbarsfdiler vorkommen, iit jedeimal 
der numerisdi grSlaere ai odinien. Hat uhui diesen Be£nginigen Ge^e 
gethan, so schreit« man mr Bestnunong der GrSÜMn 

V»» «1» Vi» • • • • Vi 
aus folgenden 




0. 






Ist tj^ die kleinste dieser GrSisen, eo ist, wenn 

gesetxt wird| die GrSbe ui die Terlangte« 

la der folgenden Noo werden wir bei der Behandliing dii^er 
dellen Ffille jedesmal auf die in dieaer No« aufgestellten und eigeni 
zeichneten Resultate hinweiseno 



12o L Es sei das Integral^ r^^dx not Bereebnung vorftilege. 
Man hat also 



4« Rmahe, zur BmrHlkmmg bMimmiir täUgraltk 03 



^(a.) „ — 4*(2«^- 3)r**, 
^^(x) s + 4(4«*— 12«^+ 3)*-«% 
^,(a?) « — 8j?(4«*— 20«^+ 15)^^% 
^e(a?) s + «(8«^— 60**+ ÖOa?'— 15)r^% 
^(a?) s — 16*(8«^~ 84**+ 210«^— 105)^-**^ 
^(x) =3 +16 (16«^— 224«^+ 840«*— 840«^ + 105)^^, 
^.(x) = — 32«(16«^— 288«^+15I2a?*— 2520aj^+945)^"*\ 
o« &• w 

W3I maii in der Gleiobaog (I.) mit dem Gliede, weldies dem Zeiger 
mcsi eotsprieht, die Reohoimg abbreoben, so racha man nadi der Glei» 
einmg (3«) & posüiTen Wondo der Gleiebong 

auf« Diete Woraeb kSnnen im gegenwfirtigen Falle mir io der folgen- 
den Gleiebung vorkommen: 

a. t6«^—224a^+840x*— 840*^ + 105 es a 

Seilt man hier 2«^s=y, so bat man 

y»_28y»+210/— 420y+105 ss a 
Diese Gleidiung bat die vier Wurzeln reell and positir. IKeselben sind 
swisoben und 1^ zwiseben 2 und 3, zwisoben 7 und 6f und endliob zffi- 
seben 17 und 18 entbalten. Bestimmt man die zwiMben und 1 lie« 
gende Wurzel etwas nfiber^ so Sbeneugt man sidi, dals dieselbe zwi* 
seben und ^ entbalten sei» Es liegen somit die positiven Wurzeln der 
vorgelegten Gleiebung zwiseben und 4*9 zwiseben 1 und 1^224. ••, zwi- 
schen 1^870. •• und 2, und endliob zwisdien 2^915. •• und 3. Setzen 
wür demnaeb 

wo also Ol, a^, a^^ a« aogenUberte Werlbe der Wurzeln der vorgelegten 
Gldcbung (o.) siad^ so bat man 

^ *i<Af K<^h$ *2<iWVf *4>T**Vf 
wo A|^ Aj^ Aj^ A4 die Fehler dieser angenSherten Werthe sind. 

Setzt man dBase Werthe von a^^ o,^ Oi , a« in die Ungleiohbeiten (5.), 
so hat man: 
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. , ^ 86^774568 ' 97 , 29 

*» "^ 730' 23829776» ., ^ g* "*" * 

29 , 3 86^ 774868 • "^ 2 ~ + 335 * 



* T 335 , 3 730^23829776 ' Ä« ^ ^*^ 
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oder man mv& 

AJ<0'118.... oder Äi<0'34.... 

*J<0'106.... - A2<(y32.... 

ä;<0'095 Ä,<0'30...» 

ÄJ<0'191..;. - Ä4<0'43.... 

haben. Nun finden diese Ungleichheiten nach (e) Statt; daher kann man 
mit den obigen Wertben von Oi ^ o, ^ Oj ^ 0« die Rechnung beginnen. Setzt 

man also in (b,) t^ se ^ und berndcsichtigt den in No. 3. angefahrten 

Werth von Fg , so hat man, da 01 ^ 4 ist, wegen 

<Pj(tfi) SB 380' 669, ^,(11,) = — ncyeoa, 

(Pj(aO » + 56' 852, ^tCoO = — *'819 

und wegen 

fdigende Werthe för Vi, v*, V3, v«t 

Vo = 0'365394.... 
ui SS (y348859.... 
U,s= 0'389669.... 
i»,» (V 458744.... 
V« SS 0'6309|0.... 

Da t>i deo k leinaten Wertfi bat, ao ist nadi (7.) 

M = vt(l — i) sa 0'305251 .... 

&lüSren wir uns for w s ^ , ao hat man naoh (1.) 

f^t-'^äx a w(f +^* + «-<»•>•+*-<»-)• +«r<*->« + ....). 

SSmmtliche Glieder der Correotionsreibe gehen hier in Nullen ober« Die 
Rdhe innerhalb der Klammem dieser Gleichung ist so lange fortzosetsEen, 

bis oian auf Oiederi kleioer ab %^ oder 7^ , %\JSlbXm 

Mit Ztiadebuog einer siebeostelligen Logarithmeotafel findet man 
wegen löge s(y 43439448 .... folgende ResuUatei 
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a O'SOOOOOO, ^->* s 0'01215S2, 

= (y 9139310, ^-»->* as 0'0031511, 

#-<»•)» CS 0'6976763, r^* = O'O006823^ 

Ä-<»*'' = 0'4448581, *-<»-»* a (V 0001234, 

r-t*»)» s 0'2369277, ^*-5' = 0^0000186, 

e-<«-)» SS 0' 1053992, #-«»*•>• = 0^0000024» 

^e«)» g- 0'0391639, <r<"*>' a 0*0000002. 

Addirt man die Zahleo rechter Hand der Gldohheitszeidien, ao ergiebt sieb: 

2*9540894. 
Diesen Zahlen- Ausdmok mit w^-^ muItipKcirt, ^ebt 

• 

/J^^^äx =s 0^88622682.... 

Bekanntlioh ist der Wertfa dieses bestimmteo lotegrab l/r^ und wenn 
dieser Ausdruck in Zahlen gegeben wird, hat man 

^/"T = 0'88622692.... 

Es diflPeriren die zwei Werthe um j^zssi^. Diese Abwekdiung kann* 

jedooh nur von der Uosioherbeit herrühren, mit der man die debente Oe- 
cimalstelte in einer siebensteihgen Logarithmentafel findet 

IL Als zweites Beispiel legen wir uns das Integraly e'^ ^'d9 
zur Berechniiog vor« 

Es ist 
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4« Raube, zur Bertdmung besiimmier IntegrdUm 

HL/ ^ A Jl_iH ü^_5?2 — **?* 420,4075,7140 

10521 , 3990 eaS I 42 1 \ -(*+4) 

Will man in der Gleichung (!•) mit dem Gliede, desteo Zeiger 
m s= 3 ist^ scblieCieDy so tuohe man die swisehen und 1 enthaltenen posi« 
tiven Wurzeln der GMdiung 

ft(x) BS 

auf. Diese Wumln kSnnen nur in folgender Gleichung rorkommens 

« I ft 30 105 240 200 , 540 , 1095 1080 



294 30 , 1 

Seist man hierin xsst-^rp m ist au untersudben^ ob die Gleiehung 

yi» — 30y" + 294y^— 1080/+ 1095y* + 540/ — 200/— 240/ 

— 105/— 30/— 6/+ 1 « 
positive Wurteln besitae, weiche die Einheit Sbertreffen» . 

Man Sbenseugt sich nach dem Fourierschen Theorem (A)» dals 
die Gleichung nur 4 solche Wurzdn haben kann« Bfan findet diesel« 
ben auf gewöhnlichem Wege, zwischen 2 und 4, swisehen 4 und 5, 
zwischen 8 und 9, und swisehen 14 und 15 enthalten« Bs liegen somit 
die Tcrlangten Wuraeb der Gleichung (o^») swisehen ^ und ^^ swisehen 
1^ und }f swisehen ^ und ^, und swfachen ^ und^« Setst man also 

*'• ^i^^rhff ^=**A> ^^^Af Äi^^iVf 
so hat man 

^* *i<tH> ^<THvf Ai<Tlvf Ä^^A» 
Werden diese Werthe von Hiß Ot, a^, ih m dSe Ungleichheiten (5.) sub- 

stituirt, so erg^it sich 

(yOOOS33.... oder Aa<0'023.... 

/ » ^0^000484. ••• oder A,<0'022..<i. 

^^" ^ A;<0'000560.... oder *,<0^023..*. 

A2<0'OQ2024.... oder A»<0'0449 



• •• 



DieM Gffmswerlhe too kg imd A, finden in 4er Thal, renOgB der Un« 
gMobbriCen (€".), Statt. Hingegen ist erst m seigen nSthig, dals die 
Greniwertiie ron A, undi« #benialb nooh bestellen; denn die üngleiehliei» 
ten (c^O »igen As<Tllvt hierans alier folgt noch nielif, dab i(2<TllT mI« 
Ein Gleiobet g3t von A^m Um nber diesen Punet ins Klare su kommen^ 
nntersuohe man etwas nlÜier fene Woneln der Gleichung in y, die awi- 
aeiieQ 4 und 5 und zwisohen 2 und 3 liegen« 

Da dSe erste dieser Wuraeln swisehen 4 und 5 liegt| so substituire 
nan im Ausdrucke finker Band vom Gleiohheitsseioben /a4, y^^, 
y CS S« Die Besultate ^Beser Substitutionen bekommen b gleioher Ordnung 
folgende Zeiohen: — ^ — , -f« Daher Hegt die Wnrsel swisehen 4f 
«id 5« Bs hat mithin die Gleiehung (nf,) eine swisehen f und i enthaU 
tene Wunel, oder im Grenaen (Beser Wurzel sind 

0'222.... und 0'2. 

Es dUTerirt also unsere Annahme o^ss^ um eine GrCfkoi ^ Ideiner als 
0'022.... ist^ oder man kann in den Uoglekdiheiten (c"«) 

••i ^^ iSOoO 

▼eraussetaen] woraus die dritte der Dngleiehheiten (d't) gereohtfertiget 
erscheint. 

Auf gleiche Weise habe Ich mich Sberaeugt, dals die Annahme 
a^wt-^ eben Felder A« henmrbrbgt, der kleiner als 0^0444 <•«« ist; wo« 
durch db Existenz der Tierten dieser Unglebhheitan dargethan wird« 

Nunmehr kSnnen wir zur Bestimmung von vb^ Ui^ v,^ V9^ V4 aus 
den Glebhungen (O.) Sbergeben« Wir haben bei Gelegenheit der Aus» 
mitteluog der üngbbhbeiten (iT«) folgende Resultate erhalten; 

^i(«i) =a t5705, (p,(^) « - t4llO, 

^.(«1)» 5531^ (p,(aO«e~ 285. 

Femer ist 

^(0) « 0, (ps(i) « a 

Wenndaher^ wb im rorhergehenden Beispble^ *"»^1Ö7 ^»genommen und 
erwo gen wird^ dab vermSge der hier angegebenen Wtrthe von ^i(«i) t 
<Pi(^)f •••• ^ GrOise ti| db numerisch kleinste seb mubt um deren 
KenntniCi einsig und allein es zu thun bt, so kann man db GrSfsen t^^ Ui> 
M^ , V« unbeachtet lassen und blob aus der zweiten der Gleichungen (0.) 

CMVi JMffMl iL K. Bd. XYIIL »LI. 13 
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4. Rambef xur B«rtdliua^ best im mter integnte. 



iSiae kleioste GrCbe Vi bestimmen. Man findet 

Ut CS (r06829.«.. 
Daher nadi (7.) 

US es Ut(l— i) es 0'05690.... 

Setzen wir in (1.) ws=xSv'^i'v> >o hat man 

Beredinet m«i die in der ersten Zeile innerhalb der Klammem enthalte- 
nen Glieder mit 7 Oedmalstellen, so findet sich: 



^-(''+^> g. (yoOOOOOO, 
^-(»"+»^) -_ 0' 0000411, 
^-(»-+r5)_3 0^0010954, 
«~ (*"*«^^ SS 0' 0055166, 
^-{»-+»4;)_ o'0l42642, 
^-(««+s!;) ^ o'0264279, 

^-('-+7ij)^ 0.0404721, 
^-(»-+8^)5-- 0' 0550232, 

^-(»-+«;)„Q/O690f985, 
^-(«-+i4)« 0^0820850, 

Addirt nmo diese Zahlen -Ausdrucke und muItipUoirt die Somme mit 
«dss^, so erhBlt man: 

0*072198245. 

Ferner hat man wegen ^i(t) ==: 0, (p«(l)asO blol» das GUcdt 
.i.]^«^,(l)b^ zu beredinen und cur eben gefundenen Zahl hiiknsufiigeo. 

Dieser Zahlenwerdi ist: 

0' 000000007048.... 



^-("•♦irs) ». o'Ö936508, 
/-("-■»■ifs) ^ o* 1036571, 
t'^""*^) SS 0' 1120891, 
^-('♦-+i^) -5 0' 1190072, 
^-(»»+^1^;) _ 0/1245145, 
^-(•«-+1«) _ o/t287350, 
^-(""+01;) _ 0'1318000, 
g- (""<•«:=) __ 0' 1338400, 
^- (""+»=) _ 0/1349796, 
^^- («»-+»=) _. o'0676676. 



4. Raabe^ zur Btrti^mmg h€$Ümmimr InfffraXfb 90 

Es beginot abo der Eioflub der Coneo&unreilie erst b der neimiMi De- 
cimabtelle und man hat 

J'\'-ir^^)dx s 0^07219825.— 
Word die siebeote Decimahtene durdh die aohte oorrigirfty so hat UNID 

f^'f^^'^^^dx « 0'0721983. 

Der bei dieeem Resultate mSgHcbe Fehler ist kleiner als tj. ss rg; • Aus 
der letzten Glaohaog folgt auch die folgende: 

/*r('+')rfa? :=: 0'2797318| 

wdehe denselben GenauigkeitBgrad besitzt» 
2arkb^ im Ootober 1836. 
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5. 

Aufgaben. 

(Tot Hwra Dr. Sien so GMiagOii.) 



W^ie kaon maii dn angemeioa Glied uod das rammatoriselie Glied der 
Reibe fiodeo^ deiMi erste Glieder folgende sind: 

If If 3» 3, 6, II, 22, 42, 84, 165, 330, 654, 1308 . . . . 
Die Reihe ist raf folgende Weise gidiildet^ Man hat snarst l + ls2, 
1 -1-2 SS 3; mir Rildung dieser swei Glieder wurden also die zwd jedes« 
mal nmSdist vorhergehenden Glieder addirt» Dann hat man l-|*2+3ss6^ 
24-3 +6 s 11; anr Bildung dieser swei Glieder wurden die irei amen 
|edesmal sunSohst Torhergehenden Glieder addirt} die swei nSohsten GMe« 
der entstehen, indem man jedesmal die frier flinen sunBohst vorhergehen« 
den Glieder addirt u. s. w* 



Ist p eine Primsahl von der Form 8ii+5, so smd die nrodoete 
1.2. ...91 uod 291+2.291+3. ...391+1 su gMoher Zeil quadratbohe 
Reste oder Niohtrestet in welchem Falle findet das Eine oder das An« 
dere Statt? 



Man hahe m Elemente 1, 2, 3 • . • . «•; man hOde aus denselben 
alle Permutatiooen» So oft nun in einer Permutation ein hGheres Element 
firnher vorkommt als ein niedrigeres, so heibe dies eine Vmialkm (eine 
Beaeidmui^^ die schon Cramer b seiner hUroi. ä fmuUjfee deg courbee 
gebraucht hat). Rechnet man die Anahl der Tariationen, die in allen Per* 
mulationen aus mEInnenten vorkommen, susammen, so heilse dies die 
Summe der Tariationen. Fiir swei Elemente ist üe Summe der Tarta« 
tioneo es 1, fnr 3 Elemente ss 9, fSr 4 Elemeote ss72: wie gro& ist die 
Sunuiie der Varietioiien inr m Elemente? 



I 

lieber OberflÄcheii zweiter Ordoang, 

(Yon Herrn I)n litise ni Ktoigsberg ia Pr«) 



' ■ I IU I I 




A# Cpnitraotioo der Hauptaehsen der ObiepflSehen iwefter 

OrdnuDgr 

Ijjs anen; 

2. iw*+ß>^+7«*4-2a'>:ar+20'»?+2y'jry+2a''a4.2 * = o 

die Gleichungen irgend zweier Oberfläohen zweiter Ordnungi bezogen auf ein 
rMfatwinkliges Coordinatensjrstem» in welchen der Kurze wegen die Summen 
der homogenen Glieder des zweiten Grades durdi f(jc, y, z) und (t>(x, y, z) 
l^eseidinet werden mögen« Alsdann erhalt man durch DiflRsreotiation: 

//'(<r)=^2(aa?+ry+«'^), (p'(ar);=2(«a?4.yy + 0'it), - 

( f{z)z:^2{Jb!w+ß'yr{^cz), <P'(«r)=:2(ß'a?+ay+7i^> 
Wenn nun Xt, yi, Zi die Coordinaten irgend eines Punotes einer 
geraden Linie p bedeuten ^ diß beliebig durch den Anfianigspunct des 
Coordinatensjrstems gelegt ist, so sind bekanntlich die Gleichungen der 
dnrüh den Punct gelegten» diesen Linien conjugirten Ebenen: 

4. *ir(^)+yir(r)+^ir(^) = o, 

In diesen Gleichungen kann man x, y, z mit Xi, y^ Zg rertau« 
wdbukp ohne dadurch die Gleichungen selbst zu lindern* Daher fidlen die 
beiden Ebenen unter folgenden Bedingungen in eine zusammen: 

Ana diesen Gleichungen geht eine Gleiphung vom dritten Grade 
in Beaiehuaf tnif den Factpr f/i herror, wennv^ inan die Verbaltinsse von 
^iß Tiß ^if die aidi ans zwei von ihnen ergeben^ in die noch tibrfg blei- 
benda dritte. Glmehung setzt» Die drei Werthe ron fip welche dieser 
Gleichung des dritten Grades genügen^ kann man nach einander in die obi- 
gen Gleichungen (6.) setzen und erhält dadurch drei verschiedene Yerhfilt- 

Otelte'f loumal <L K. BdLXTDL Ba.2. 14 
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nisse troD »if yi^ z^. Es können aho dardi einen befiebig^i Punot onr 
drei Linien /f| » p^y pi eonstruirt werden, denen eonjugirte Ebenen in Bezie» 
huBg auf die beiden Oberflächen parallel laufen, oder die snsammenianeny 
wenn sie durch denselben Punot gelegt werden« 

Bezeichnet man die drei Werthe von f« durch jUn fXs , |[fti und die ihnen 
entsprechenden Coordinaten der drei Linien pif p^^ p^ durch Xi^ y^ > ^ / 
^7 9 Tt$ ^i ^3> y^f ^f S9 bat man folgende Gleichungen : 

r(^i)=^^'(*i)i r(*a)«=f*.<p'(^2), r(^o=fh(i>'(x,), 

r(yö = t^i <(>'(yi)f r(r2) = f*. (P'Cr^), r(yO = ^ (p'Crs), 

Multiplicirt man die drei ersten Gleichungen nach einander mit «r, , y, ^ Zi 
und addirt sie hierauf, so erhfilt man: 

Addirt man ^ aweite S/stem von Gleichungen, nachdem die erste mit 
Xi f die zweite mit yi , die dritte mit ti multiplicirt worden, so erhfilt man 

Diese beiden Gleichungen sind nur durch die OrOfiien (jli und (Li von ein« 
ander verschieden, da man, ohne sie zu findem, d^i , y^ , Zi mit x^f y2$ Zj 
▼ertauschen kann» Es ist daher: 

Auf dieselbe Weise ergeben sich noch folgende Gleichungen t 

^5 n*i) +r3 r(n) +*3 r(«i) » 0, 
^ ^3<P'(^a)+r3^'(y2)+«3<P'(«2) = o. 

iKese Gleidmngen lassen sich nun so deuten» Jede durch den Punct 
in Beaehung auf die Oberflächen (1.) und (!!•) gelegte, zu einer der Lmien 
Pi9 P29 P$ eonjugirte Ebene geht durch die beiden andern Linien jKr. Die drei 
Linien p sollen aus diesem Grunde die oonjugirten Linien der beidea Ober« 
flächen und die drei Ehenspi, die immer dilreb je zwei derselben gelegt 
werden können, die eonjbg^en Ebenen der bdden Oi>erfläoben genannt 
werden. Yon den sechs letzfra Gleichungen, ' die die Coordüteten der oon« 
ji^farten Linien der bdden Oberflächen TolhCHndig- lieMinimenf sind die 
Iste, 3te und 5te die Bedingungen, dafii die drei Lilfieii PifPifPi in Bezie«^ 
iiung auf Oberfläche (L) zu einander eonjugirC wM. INe drei andern 



fi, Htsie^ über Obpßäehm zmmiet Ordmung. |03 

GMcliiHigra UtmieB diir0h pasMftde BestmiBHMS der GoMtaalm % ^, yi 
^f &*9 y iflunw erfittU werden. Daher mub ^ee Sjetoni^ eon jogirter U-f 
pien der OberflSdie (I,) auoh ein Syvteni eoajugirler Linien der Ober» 
I8elie(2.) nnd irgend einpr andern Qberfläehe eeini und nmgdcefart; wenn 
»•n die Systeme coD|ugirter Linien der 01>erfl&d!ie {!•) mit allen nur 
n^&^thsn andern Oberflifohen sucht, so muis man illa Systeme eon|ugir* 
ter IJnien der OberflSobe (1.) eriialten^ - 

Durch Elimination des Factors \k leileC man ans Haft Gleidhnngapi 
(jB^) ieiobt folgende ab; 

wddien Gleichangen die oben erwähnten drei yersdiiedeiiili Ttthflitnisse 
Tpn jTi » Yi, Zi ebenfalls genBgen müssen.» Addirt man nun diese Gleidiuniv 
geOf nachdem die erste mit einem beliebigen Factor tr^ die aiweile mit P, 
die dritte mpt w mnltiplicnrt worden, so erhfit man, wenn »i, ^ij ti als 
irerÜnderliche CJoordinaten bejtrachtet werden, die Gleidinng eines Kegelsf 

der auf seiner OberflSciie die conjugirten Linien der beiden OberflSdieQ 
entliält, weil dieser Qleiqhung ebenfalb die drei Terbultnisse i^m x^ yi^ «^ 

genügen^ 

FBgt man den Gl«chingen (4») und (5.) die Bedingung bei t 

nemlioh dafs die Linie p m einer Ebene liege, die mit den Coordinaten* 
^ben^i Winkel l^d^ deren Cosinusse sich verhalten wie uiptiß, so er» 
hält man, wenn die aus den Gleichungen (4.) utfd (5.) sich ergebende« 
Verhältnisse von xiß yt, Zi in diese Gleichung gesetst wwdea: 

also die Gieidmng des Kegels (7«), als den geometrisehen Ort Mßt Sdmittlinie f 
der Ebenen (4,) und (5.), welche zur Linie p con][ugirt sind# . Wenn man 
also dne Linie p um einen beliebigen Punct Ö in einer beliebigen Ebene 
drebl, so beschreibt die SchnMIinie q delt wa dÜMer Litoie p durch 'd6n 
Punct gelegten oon jugirten Elljenen einen Kegel der «weiten Ordnung, 
der auf seiner Oberflgehe die drei durch den Piindt' gblegten Confugir* 

14» 
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ten Lioimi der beiden gegebeoeo Oberfläohea enthUt. Die Ebene, in wel- 
ober die Linie p eioh bewegt, nennt Ptmcelet die Oireotrice dei durah die 
Linie y besobriebenen Kegele. Diese Directrioe UÜiit mdi nun wieder aus 
sw« Seiten q des genannten Kegels finden« Denn da die Coordinateo 
Xg, Yi, Zi der Linie p auf dieselbe Webe von x, y, z den Coordinaten der 
Linie q abhängen und umgelKehrt x, y, z von Xi,yi,Zif wie die Glmdiungen 
(4.) und (5.) zdgen, so wird die Sofanittlinie der jsu einer Seite q des 
Kegels eonjiigirten Ebenen die ihr entsprediende Linie p neinm Man kann 
also nut Hälfe zwder gegebener Seiten q des Kegels^ awei Linien p der 
Direotriee eonstruiren, mithin die Directrioe sdbst« Construirt man nun 
auf die genannte Art zwei Kegel von verschiodenen Directrioen, deren 
Spitzen in einem und demselben Puncto liegen, so müssen sich dieselben 
in den drei durch den Punct gezogenen conjugirten lanien der beiden 
01>erfliichen schneiden , weil jeder ron ihnen das genannte System der 
conjugirten Linien auf seiner Oberfläche entlifilt, und die der Schnittlinie 
der Directrican entsprechende Linie q mub die vierte Schnittlinie der bei« 
den Kegel sem, weil diese Linie eine Seite, sowohl des einen als des an« 
dem Kegels ist« 

Mit Hälfe dieser Kegel construirt Paneele die Richtungen der Haupt« 
aohsen einer Oberfläche zweiter Ordnung, indem er als die zweite gege« 
bene Oberfläche eine Kugel annimmt. Die beiden Kegel schneiden sich 
alsdann in 3 Linien, welche aufeinander senkrecht stehen und den Haupt« 
achsen der gegebenen Oberfläche parallel sind» *) 



Bfan rucke nun die beiden Oberflächen, sich selbst parallel, 
dab ihre Mittelpuncte in den Punct lallen« Alsdann erbalten d 
entsprechenden Gleichungen die Form: 

Yerbbdet man die Gleichung {Am) mit der Gleichung euer 

gen Ebene: 

C. ux-^vy+wx+p SS 0, 

so bedeuten bduomtlich «> » z die Coordinaten der dieser Ebene 

?) Trailtf im propriMs projecÜTes dw %sn9 ju PomcAi^ p.397. 
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ObopfllelMi gemeiBidiiikiioiieii Ciinre# FSgt man sa diesen Gleichungen 
nneh die fileidnuig (0^) hinzui die eidi auoh unter der Form darstet 
ImUi&tt 

10 bedeutet x, y, z einen Punot der genannten Caire^ der durch die Eliene 
getroflbn wird, welche In Beziehung auf die Oberfl&ohe {B.) zu der durch 
ihn an'^iBe Cunre gelegten Tangente eonjugirt ist. Denn die Cosinutse der 
Winkel I die mne in dem Puncte x, y, z an die Clinre gelegte Tangente 
mit den Coordinatenaditen bildet, verhalten eich wie: 

Wenn man demnach durdi Xt,yi, Zi verSndeffliche Coordinaten beieiduiet, 

die Gleichung der Ebene, die in Beaaebung auf die Oberflädie (0.) mr 
genannten Tangente eonjugirt ist. Damit endlich diese Ebene den Punct 
X, y, % treffe, mulii die letste Gleichung erfüllt werden, wenn man statt 
^19 yi> % ^\^ ^9 y> ^ Construirt man nun in allen ebenen Cunren der 
OberflSdie {A.\ die der Ebene (C) parallel sind, alle Puncte x, y, z, die der 
genannten Bedingung genagen, so liegen, da die Gleichung (/)•) unabl^gig 
Ton der Constante p ist, diese Puncto in dem K^el (9*), und der Kegol 
selbst kann mittelst dieser Puncte oonstmicl werden« Wenn die Ober* 
flache ( A) eine Kugel ist, so sind die gesuditen Puncte x^ y, z, die Fufin 
puncte des von dem Mittelpuncte der Oberfl&che auf die der Ebene (0«) 
parallelen Gurven der OberflSche (1.) geßÜlten Normalen, und der Kegel, 
der durch diese Normalen gebildet wird, geht durdi die Hauptachsen der 
OberflSche (JL)« Maia kann nun leicht fimr Puncte der genannten Art 
finden« Yerbindet man diese mit dem Mittelpuncte der gegebenen Ober* 
flSdie durch gerade Linien, so erhfilt man d>en so yide Seiten des ge» 
anchten Kegels, mit deren Hülfe sfoh wieder auf bekannte Weise die nbri« 
gen Seiten des Kegels finden lassen« Zwei der genannten Linien sind die 
Ha u ptaehsen des durch den Bfittelpnnct der OberflSche gd^ten, mit der Ebene 
(CL) parallden Schnittes« Der zu dieser Ebene conjugirto Durchmesser ist 
ehm dritte Seite das Kegels« Das im Mittelpuncte der Oberflache auf die 
erwfihntcr Ebene errichtele Loth ist wiederum efaie Seite des Kegels« Legt 
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nmn endlidi durah den Puoot^ m welcbem das Loih dto Oberflfiobs triftig 
eine Ebene parallel mit der Ebene (C.)^ iBUet hierauf von dran Sohnittpunela 
des Lothes mit der OberflSohe awei Perpendikel auf die jener Ebene und 
der OberflUche gemeinsohafdiohe Curve und verbindet die Fubpunote derwi 
selben durch gerade Linien mit dem Mittelpunote der Oberfläi4ie| so sind 
dieselben wieder zwei Seiten des gesuchten Kegels» 

Dupin weicht von der angegebenen Constvuotion darin ab, dafii er 
statt der drei suletst genannten Seiten des Kegeh die Ebenen hestimm^ 
welche den Kegel ISngs der drei suerst erwfihnten berühren« *) 

Poneelet sowohl als Bupin, die, wie ich glaube, alkfn die vorlie- 
gende Aufgabe der Construction der Hauptachsen einer Oberflfiche zweiter 
Ordnung behandelt haben, benutaen zu ihren Constructionen Kegel zw^ 
tw Ordnung, oder, wenn man den Schnitt der K^el mit irgend einer 
Ebene betrachtet, Curven zwriter Ordnung, die nicht unmittelbar durch 
die OberflSohe selbst g^ebeo sindp Da aber die gegebene Oberfläche un- 
endlich viele Curven zw^ter Ordnung darbietet, so seUen es mir der 
Mühe werth, zu untersuchen, ob durch eine dieser Curven die Construo* 
tion ausfahrbar sei. Diese üntersndiung ergab nun die gew&nschte Con« 
stmotion^ die idi ab das Resultat analytfsiDher BeMcbtungep darsti^ 
len wiU. 

S. 
Wenn man die Glddmng (9.), die alle Kegel umfefst, welche auf 
ihrer OberflBche die durch den Punct gelegten drei coojugirten Urnen 
der Oberflfichen (L) und (2.) enthalten, unter der Form darstellt; 

so ergeben sich folgende Relationen; 

B ==y(ra'-ii^*)+0(i«?-tiii')+a'(ii*-rc'), 



^) Sor \% descripfioa de« Itgset ti des enrfSuea du eeeeol degr6 pur M« Dupin. Gerg, 
AoB. XIY. ptg. 66. 
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fleM 'nm femeri 

jx SS «* — c'S^ pt' 5=3 afV — €&; 
UMdtipKcirt biörauf die ghiohvielten Gleiohmigen tier brid^i Systeme mit 
WDander und eddirt endlich die Gieiohungen^ so erbSlt man: 

11. ^K+B\+CfA + 2^'K'+2B'V + 2Cy =a 0. 

Diese Gleichung ist aber unabhängig ron der Oberfläche (2.)| so 'wie von 
der Lage der Directrice« Daher wird jeder Kegel ^ der auf seiner Ober« 
fläche irgend ein System durch den Punct gelegter^ in Begebung auf die 
Obrnfläcbe (1.) conjugirter Linien enthält ^ der Gleichung (1.) geniigen« 

Aus diesem Grunde reduciren sich die sedbs Bedingungen, die die 
Sßdis Constanten der Gleichung (10.) (welofae aber die Stelle von innf Ter« 
treten), erfSlIen müssen, wenn der SkCgel (10.) auf setner Oberfläche swei 
bestimmte Systeme conjugirter Linien der Oberfläche (1.) enthalten soll» 
auf fünf Bedingungen, aus welchen jeneConstanten sich bestunmen lassen« 
Rlit Rücksicht anf diese Bemerkungen ergiebt Mch nun folgender Satz« 
„Irgend Ewei durch einen beliebigen Puod gdl^te Systeme oonju«» 
„ girter Linien einer Oberfläche sweiter Ordnung li^en auf der Ober« 
„flädie eines Kegels zweiter Ordnung«" 
Wenn man umgekehrt die Grölsen a, h, e; a> h^, e* durdi HhhfV^l 
nf, K% fif ausdriidLt und der Kurse wegen setzt s 
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Dieselben Gleidinngen erhält man auch, wenn man in den CtMchungen (i.) 
K, \> fi; W, K^, iif fSr a, h, &; t^y b^, d und na^ nhy nc^ naf^ nV, nd für 
K^ y^ fA; x^ V, ^' setzt« Wenn man daher auf die angegebene Art in allen 
Gleichungen diesiss Paragraphen die genannten GrOisen ändert, so wird 

12. ^a+BJ+Üi? + 2J[V+2B'6'+2Cc'=!0 

• • ■■ * 

So Boffiagong^ die'disr Keg«I (10.) eriölleti inuls, wenn «r ftnf sdner 
(Niiivfladi«' frgddd ein System ooilfugirtte Idnieo detjemgen OberflSobe 
•nülMlten ftolf, deren Gleichung fatt 
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Es seien duo Xi, yi, z^j x^, y^, z^t ^s^ yzp *% die CoopdiiMilflii 
irgend eines Sjrstems durch den Anfangspunet der Coordinaten gele|^r 
conjiigirter Linien der Oberfl8cl|e (L) und ,Xi, Y^, Z^f X^, T^, Z^f 
Xy, Yi, Z3 die Ck>ordinaten der in diesem Punete auf die drei conjugirten 
Ebeneh errichteten L«othe : alsdann hat man folgende zwölf Bedingttngea ; 

r(«i)^eiÄif r(«2)«fe^> rcft)^^«^, 

ÄT^Xj + XiFs + ^i^B, = 0, 
jr^ JT, 4- JTa I^a + ^ Zr « 0^ 

Druckt man umgekehrt die GrSIsen x, y, z durch X, T^Z ans^ so erhfilt 
man^ mit Berücksichtigung der Gleichungen (&)i 

2(\'X, + lc'r,+ (iZ0 = ^'Z|»:*ii8r,, i^'Z,«p6,«„ ^//Z,«ft3«,. 

Die zwölf letzten Gleichungen siifd nun die Bedingui^en^ dafs die 

drei Lethen conjugirte Linien der Oberfläche 4" (^ß » <^) »5 suid. Jedes 

SjTstem conjugirter Linien der Obwflfiche %p steht akM> senkredit auf einem 

ihm entsprechendem Systeme conjugirter Ebenen der Oberfl5che(l.). Da« 

her mub jeder Kegel ^ der auf seiner Oberfläche drei durch den Punct 

gelegte Linien enthalt , die auf irgend einem Systeme conjugirter Ebenen 

der Oberflache (!•) senkrecht^ stehen^ der Gleii^ung (12«) genügen« Setzt 

man endlich a = 6s=:^=sl und ii'ss6' ssc'p^O^ so wird die Ober« 

fläche (L) eine Kugel imd 

13. 4 + B + C-O 

die Bedingung) welcher der Kegel genügen mub» wenn er auf seiner Oberw 

fläche irgend drei auf einander senkrechte Linien enthält». 

Die Gleichungen (11*)^ (12«)) {^^•)% ^^ man auch aus den GJei« 

chungen {(l) erbäU, wenn man in ihnen Hr^^ß^y^s^l^ a^sbß^ss y es 

setzt un^.die Grßfsen u, Vj tn elimuiinlly sind nun die Bedingungen ^ dafii 

der Kegel (lO.) auf. seiner Oberfläche das. (System conjugirter ^Linien der 

Qbfrflächje(L) enthalte, wricho^nui; eiifander senkrepht t|ehen>,o^| was 

dasselbe ist^ .drei. den Hauptaclpsefi der Olyr flj toha ( I«) paraI(^e;Liiiien. Denn 

die drei durch den Punct gelegten^ den Bauptadiseo fler Oberfläch|^.{4«) 

parallelen Linien bilden erstens ein Systesv.CQnjugtrter Liniea dei( Ober« 
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llSdie (!•); zvettens rtehan rie seokreoht auf ebem' Sjsteme eott^gfeter 
Ebenes and drittens aind eie selbst auf einander senkrediL Setst man. 
wie Torbin angedeutet wurde, in den Gleicbungen («•) «aßsYssl und 
a'ssß'&ayssO, so erli&lt mant 
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vi'-^we'. 
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Ute' — uaf, 


C« 


«o'— »*', 


2A^ 


u(b—c) — vc'-^wh'. 


2B=z 


vc'-i-vfjß — a) — u»«'. 


2t?'«- 


-a *'+<'«'+ •<'(«*r*)' 



Unter der Voraussetzung, dais^sO, dab also der Anfiuigqpunet 
der Coordinaten in einem Puncto der Oberfläobe (2«) liege, suche man 
nun die Bedingungen, unter welcben der Kegel (10.) die Oberflaohe (2«) 
in ebenen Curven schneidet, oder, analytisch ausgesprochen, die Bedin^ 
gungen , wenn die Summe der Gleichungen (2«) und (10.) sich in lineare 
Factoren zerlegen lalst. Der eine dieser Factoren muls offenbar, gleich 
gesetzt, die Gleichung der die Oberfläche (20 im Puncto tangirenden 
Ebene sein, nämlich i 

Der andere Factor sei: 

Wenn man alsdann das Product der beiden Factoren der Summe 'der 
GIdchuogen (2.) und (10.) gleich setzt, so erhfilt man fiir die gesuchten 

Bedingungen : 

r 2tt"r =s a+A, j3" ir+yr « a'+A', 

14. { 2ß"V = ß+B, y"U+a"W=^ ß'+B', 

.{ 27"»^=» 7+^* o/'V+ß"U = y'+C. 

Die Gleidiune 

A. r^+Fy+ITy+l = 

gehSrt unter diesen Bedingungen der Ebene ai) in welcher die dem Ke- 
gel (10.) und der Oberfläche (2.) gemdusdiaftlidie ebene Curre liegt. 

FBgt man den Bedingungen (14.) noch die Bedingung (II.) hinzii^ 
dab nSmlich der Kegel (10.) irgend ein Sjatem conjugirter Linien der 
Oberfläche (1.) enthalte, so erhält man durch inbstitution der Werthe rnia 
AyB, C; A', B', C, aus den Gleichungen (14.) in dieGleiohung (IJ.), eine 

Crulle'« Jorniml d. IH B4. XYIII. IIft.2. 15 



110 0« He$$€f öb§r ObeißächeH ziotUet Ordnung, 

in BazieboDg aisf U, V, W lioeüra Gli^fohtmg« Diese. GMcbung drSckt aber 
«oaljtbob die Bedioguog auty dab die Ebeoe {^AS) dardi einen festen 
Punet a gebe« Legt man nun durah den Punct irgend ein Sjrstem eon- 
|ugirter Linien der OberlUüIie(L) und durch die drei Schoitfpuncf e dieses 
Systems mit der Oberfläobe (2*) eine Ebene ^ so muCi diese EI>ene durch 
den festen Punet a gehen , weil der Kegel ^ dessen Spitze in liegt und 
der die der Ebene und der OberflSohe (2.) gemeinsobaftliche Gurre auf 
seiner OberflHobe entb8it| den obigen Bedingungen genügt« Aus der vor- 
angegangenen Betrachtung ergiebt sich demnach folgender Sats» 

f.' 

i^Wenn man durdi einen beliebigen, aber festen Punoj^O einer Ober« 
II flOcbe r irgend ein Sjstem tionjugirter Linien einer zweiten Ober« 
nflttcbo ti legt und die drei Scbnittpuncte dieses Systems mit der Ober- 
* iifl8cbe V durch dne Ebene verbindet: so geht diese Ebene durch 
^^ einen und denselben Puncti welches auch das durch den Punct gc« 
II legte Syitem conjugirter Lbien der Oberfläche u sd."*) 

In dem Falle | daCs die Oberflfiche u eme Kugel ist, in welchem aus der 
Gleichung (IL) die Gleichung (13.) hervorgebt ^ hat man folgenden Satz. 
II Wenn man durah ein^i beliebigeui aber festen Punct einer Ober« 
II fluche irgend drai auf «nander senkrechte Linien legt und durch 
^^ die drai Schnittpuncta der drei Linien und der Oberfläche eine Ebene : 
II so geht die Ebene durah einen festen Punct/' ^) 

Der Punct n liegt auf der LiniCi welche durch den Punct geht und 
in Beziehung auf die OberflBcfae (L) eonjugirt ist zu der durch den Punct 
gelegten Tangenten -Ebene der Oberflflcbe (2.)* Denn legt man durdi den 
Punct irgend ein System conjugirter Linien der Oberfläche (L)| von 
denen zwei die Oberfläche (2.) hn Puncto berubrani so fallen zwei 
Scbnittpuncte dieses S)rstems und der Oberfläche (2.) in den Punct 0^ und 
di«^ Ebeuei die die drei Scbnittpuncte des Systems und der Oberfläche (2«) 
ve?b!ti(]A|y geht nothwendiger Wdse durch die dritte Linie des Sj^tems, 
welche in Beziehung auf die Oberfläche (L) coojugirt ist zu der die Ober- 
fluche (2.) im Puncto taogiranden Ebene* 



^) TtifSM^itM ttonff «MX tur Ift liguts et snr&css dt sceoad «rdro jKur U. FrifgUr. Gfrg. 
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Legt man durcb den Puoct drei Lloien si^Dkreoht auf hfg^x^ä ein 
System ooDJogirler Ebenen der Oberflüoha (h) und verbindet die drei 
Schnitipuncte dieser Linien und der Oberflache (2«) durdi eine Ebene^ «o 
gebt diese Ebene durch einen fostim Punct b, weil die Linien oonjugtrt^ 
sind in ßpziefaung auf die Oberfläche 4^{x,yy %). Daher liegt der Punct h 
auf der Linie^ weldie durch den Punct geht und in Beziehung auf die Obaiw 
fläabe ^(ar^ yv ^ conjugirt ist zu der im PoncteO die Oberfläche (2.) tan« 
girenden Ebene« Difse Linie kann auch ohne die Oberfläche "^{x, y, z) 
Gonstruirt worden« Denn legt man durch den Punct ein Sjrstem con«- 
jugirter Ebenen der OberflSche (1.)» von denen sich zwei in der im Puncto 
auf die Oberfläche (2.) errichteten Normale schneiden^ und zieht durch den 
Punct Lothe auf diese Ebenen^ so inlden die Lothe ein System oonju« 
girter Union der Oberfiifobe ^ (x, y, z). Zwei von diesen Linien liegen 
nun offenbar in der Tangenten -Ebene der Oberfläche (2.); die dritte ist 
daher in Beziehung auf die Oberfläche ^ (jVß y^ z) zu dieser Ebene conjugirt* 
Wenn man also vom Puncto ehi Loth auf die Ebene ffillt, welche in 
Beziehung auf dieOberfl5clie(K) coD|ugirt ist zu der im Puncto auf die Ober«» 
fläche (2.) errichteten Normale ^ so i^t dieses Loth die gesuchte Linie. 

Zieht man endlich durch den Puoct irgend auf einander senkrechte 
Linien und verbindet die SchDitt[>uncte dieser Linien und der Oberfläche (2.) 
durch eine Ebene ^ so geht diese Ebene durch einen festen Punct e der 
im Puncto errichteten Normale der Oberfläche. Legt man nun Irgend 
eine Ebene entweder durch den Puoct 0, oder durch h, oder durch c, 
und durch den Schnitt dieser Elieno und der Oberfläche (2«) einen Kegel, 
desSen Spitze hn Puncto liegt, so genügt dieser Kegel in dem ersten Falle 
den Bedingungen (iL) und (H«)» im zweiten den Bedingungen (12«) und 
(I40i im dritten den Bedingungen (13,) und (140* 

5- 

Die im vorigen Paragraph entwickelten Methoden, die Schnitte 
der Kegel und der Oberfläche (2«) zu flndesi wdohe den Bedingungen 
(IL), (120f (I3f)| efaizeb verbunden mit (li.)» genügen, ergeben nun 
die Constnietion des Keg«4s, der allen jenen Bedingungen entspricht, d. b. 
desjenigen Kegels, der seine Spitze im Puncto hat» die Oberfläche (2.) in 
einer ebenen Curve sahneidet uad auf seiner Oberfläche drei den Haupt« 
acb9en der Oberfläche (L) parallete Linien enthält. Denn verbindet man 

15* 
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die <!rei Puocte a, b, e dardi tSne Eben«) so lohnridet diese Ebene dio 
Oberflache (2.) in einer Corre, dße andi auf der Oberflädie des gesnchteo 
Kegels liegt. 

Die Relationen; solche swisdien den Coef&oientea IJ, V, W der 
Gleichung {A.) Statt finden, damit die ihr entsprechende Ebene durch die 
Puncte a, b, e geho, erhült man durch Substitution der Werthe von A, B, Cj 
A, B', C aus den Gleichungen (14.) in die Gleichungen (13.)> (12.), (11«)> 
nämlich : 

15. a" 17+ ß'' r+ 7'' IF =: ^l±ttl , 
16. (a"fl +ß V+y*') r+.(ttV+ß"*+7"aO r+ (a'^y+ß^V+y^c) W 

~" 2 » 

ir. ^,a"x^-ß"f4'+7"^0 1^+ (*' . '+ß"^+y'itOF-J-(tt'V+ßV+y'fii)lF 

x« + A/?-j-^y4.2x^tt^+2 itf /y+2ftV 

~* 2 "~ • 

Um diese Gleichungea vortheilhaft su beschränken) nehme man an, dsifiit 

a = a; ir=ß; = 7; a'==a'; *'=ß'; c'as!7'; «les^sO; 

a"=a"; *"=ß"; <?"=y"; 

dals also die Oberfläche (1.) und (2.) die nemlicbe sd, weldie durch den 

Punct geht. Alsdann gehen die obigen Glddumgen, wenn man, wie 

Torhin, der Kurze wegen setzt: n = a(c+2a'd'c — iaa'^-^bb'^-^c^^f 

'••^ in: 

af'ü^b"V+e"W =s -i:i^-, 

l(ß"« + 6'VH- e"b')U+ (a'V+ b"b'^e"a')V+ (af'b''^b'W'{-e"cjH^ 

ta J a« + H+c«+2a^«4.2y«+2</« 
Itf. ^ = 2 » 

|(a''R + ft' y -f C'^O »"+ («'y+ *"^+ c"kOF+ («' V+*' V+ c» IF 

— 3n 

— -2-. 

Bezeichnet man die Goordinaten des Mittelpunctes der in Rede ste* 
henden Oberfläche durch X, Y, Z, so hat man folgende Gleichungen: 
a X + c' r + J'Z + «" = 0, nX+ a" x + *'>'+ c"K' = 0, 
c'X+bY+a'Z^b"s=iO, nY+a"n'+b"K+c"Mf ^0, 
i'X+«'^r+cZ+c"s=sO, nZ+a"K'+b"ii''\'C"ß =0. 
Die letzte und erste der Gleichungen (18.) gehen, wenn man in 
ihnen die Grössen a", b'\ c" durch die Coordioaten des Mittelpunctes <ler 
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Oberfläche aasdrÜekt, ober io : 
20. («X+c'r+*'Z)l7+(c'X+5F+a'Z)r+(*'X+a'r+c2)rr 

2 * 

Multq^ttfitrt man die erste der Gleioboogen (18.) mit a-f-^ + c und 
zidbt 816 hiermf von der zweiten ab^ so erhält man 

Orfiokt man endlich itf', b'', c'' durch X, Y, Z aus^ so geht diese Glei- 
chung iiber in: 

aus weldier Gleichung endlich^ mit Berücksichtigung der Gleichung (10«)> 
fcfgende henrorgeht: 

« 2 • 

Die Gleichungen (lOe)i (20«) und (21.) bestimmen nun auf gleiche 
Weise wie die Gleichungen (i8.)> aus welchen sie henrorgegangen sind^ 
^ Werthe von V, V, W. Dieselben Gleichungen erhfilt man aber aucfa^ 
wenn man in den Gleichungen (15.)» (16.) i (17.) setzt: assßss^ssly 

Diese Bemerkung läfirt nun folgende geometrische Deutung zu« Die« 
jenige Oberfläche deren Gleichung 

«^+y*+*'— 2Ji:a?— 2ry— 2Z* B 
ist, schnddet die Ebene {J^)$ welche durdi die drei Puncto a, h, c geht, 
in einer Cunre^ welche auch auf einem Kegel li^t, der seine Spitze im 
Puncte hat und auf seiner OberflSche drei den Hauptachsen der gegeben 
oen Oberflache parallele Linien« Jene Gleichung gehört aber einer Kugel 
an^ deren Mittelpunet mit dem Mittelpuncte der Oberfläche zusammenfällt 
und die durch den Punct Jener Oberfläche hindurch geht« Yerbindet 
0ian demnadi die vier der OberflächOy der Kugd und der Ebene (JL) 
gemeinschafUichea Puncte dnrdi gerade Linien mit dem Puncte 0^ so 
sind drd von diesen Linien den Hauptadisen der gegebenen Oberfläche 
paralleL Die vierte^ den Hauptachsen der Oberfläche nicht parallde Linie 
Salst dch lekdit mit Hälfe der in $• L angegebenen Methode bestimmen. 
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Ich lasse jetzt die in den Torhrrgeheoden Paragraphen ängedeut^e 
Construction der Haupfdohsen einer gi^gebenen OberflÜche «weiter Ordotiiig 
im Zusamoienhange folgen« 

Man ziehe durch einen beliebigen Punot der gegebenen Ober« 
flache drei Systeme conjugirter Linien und lege durch die drei Schnitt« 
puncte einee* f^den Systems und der Oberflache eme Ebene. Die drei 
Ebenen schneiden sich alsdaon in einem Puncte a. Man errichte ferner im 
Punote auf drei Systeme conjugirter Ebenen Lethe und verbinde die 
Sdmitfpuncta der OberflBohe und der zu demselben Systeme conjugirter 
Ebenen gehörigen Lothe durch Ebenen. Diese drd Ebenen treffen in 
einem Puncte h zusammen» Durch den Punct lege man' endlich drei 
Systeme auf einander senkrechter Linien und verbinde die Schnittpuneta 
eines jeden Systems und der OberflSche durch eine Ebene« Die drei Ehe« 
uen schneiden sich in einem Puncte c* Diese drei Puncte a> h, c können 
dnfacher^ aber weniger symmetrisch, auch auf folgende Art construirt wer- 
den« Man schneide auf der Linie, welche den Mittelpunct der Oberfliiche 
mit dem Punote verbindet, vom Mittelpuucte aus, den dritten Theil die* 
ser Lini0 ab, so erhalt man den Punct ß [man vergleiche die Gleichun- 
gen {A) und (19#)]« Durch den Punct ziehe man drei Lothe auf Irgend 
ein System conjugirter Ebenen und vwbinde die drei Schnittpuncte der^ 
Lothe und der Oberfläche durch eine EbenOt Hierauf ziehe man durch 
den Mitte^unct der Oberfläche €»ne Linie parallel mit der im Puncto 
errichteten Normale, und im Schnittpuncte dieser Linie und der Oberflfldie 
«rrichte man eine aweite Normale an die Oberflfldie. Mit dieser »ehe 
man nun dmtA den Punct eine parallele Linie, so sohnaideC diese Linie 
die vorhin erwflhnte Ebene in dem gesuchten Puncte h Durch den Punct 
lege man endlich drei auf einander senkredite Linien und durch die 
drei Schnittpuncte derselben und der Oberfluche eine Ebene« Diese Ebene 
wird dann von der im Puncte an die Ober^iche errichteten Normale 
im Puncte c getroffen« Die drei Puncte a, h, c verbtndo man durch 
eine Ebene (iL) und aehneide die gegebene Oberfliiche durdi dieselbe in 
einer Curva u. Beschreibt man iindlidi mit einem Radius, der gleich ist 
der Entfernung des Punctes vom Mittelpunete der Oberflfichi^ um letz* 
teren eine Kugel , so schneidet diese die Ebene (A) in einen! Kreise vf^ 
welcher die Curve u m vier Puncten trifft« Verbmdet man nun 
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Tier Punete mit dem Pimof e durch gerade LioieD, so sind drei von ihnea 
deo BauptachMn der gi^ebeoen Oberflaobe parallel« Um die vierte, den 
HauptaebseD niobt parallele Linie zu bestimmen, siebe man von irgend zwei 
Puncten a und ß der Curve u und von irgend zwei Punoten y tmd S des Krei- 
ses u' gerade Linien nach dem Punete 0. Durch den Punot lege man alsdann 
dne auf aO senkrechte und eine zu dieser Linie conjugirte Ebene und be« 
zeichne durch a^ die diesen Ebenen gemeinschaftliche und der Linie aO auf 
die angegebene Art entsprechende Linie« Construirt man nun die Linie 
ß'f Yf i\ welche den Linien Oß, Oy, 0^ auf gleiche Weise entsprechen 
und legt eine Ebene durch die Linien af^ ß' und eine zweite Ebene dordi 
die Linien y^, i\ so schneiden sieb diese Ebenen in einer Linie p. Legt man 
abdann durch den Punct zwei Ebenen, Ton denen die eine zur Linie p 
conjngirt, die andere senkrecht auf ihr ist, so schneiden sich diese Ebenra 
in der vierten, den Hauptachsen der gegebenen OberflSdie nicht paralle» 
len Linie* 

7. 

Wenn zwei Sjsteme conjugirter Linien Hg, bx^ Cg/ (»f, b^j e^ dner 
OberflSche u) gegeben sind, so kann man leicht andere Systeme conjogir^ 
ter Linien derselben Oberflache finden. Denn ISfst man die sechs gege« 
benen Linien durch einen Punct gehen, legt drei Ebenen durch die Li« 
nien Hitfi^ bgCi, 0^02, und bezeichnet die Schnittlinie der zweiten Ebene 
ond der ersten mit J^,, der zweiten und der dritten durch ^), so bilden 
die drei Linien Og, b^, c^ wieder ein Sjrstem conjugirter Linien der Ohec^ 
flSche u). 

Wenn drei Sjsteme conjugirter Linien einer OberflSdie li) gegeben 
sind, so Ifiist sich mit Hülfe einer gegebenen Oberfläche r) zu jeder gege« 
benen Ebene die in Beziehung auf die OberflSche tf) conjugirte Linie und zu 
jeder gegebenen Linie die conjugirte Ebene oonstruiren« Denn I^ man eine 
Tangenten- Ebene an die Oberflüche r), parallel mit der gegebenen Ebene, 
zieht hierauf durch den Tanginingspunct die drei gegebenen Systeme oon« 
jügirter Linien der Oberfliiche n) und verbindet die drei Schnittpuncte eines 
jeden Systems und der Oberfläche v) durch eine Ebene, so erhält man 
drei Ebenen, die sieb in einem Punete schneiden« Verbindet man endlich 
diesen Punct mit dem Tangirungspuncte durch eine gerade Linie, so ist 
diese die gesuchte. Legt man durch eine gegebene Linie zwei Ebenen, 
eonstruirt zu jeder derselben die in Beziehung auf die Oberfläche u) conju« 
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girto Linie, legt endliob eioe Ebene parallel mit diesen b^den Linien, so ist 
diese in Beanebung ,auf die OberflScbe n) oon|ugirt zu der gegebenen Linie« 
Nadi diesen vorbereitenden Betra<Atungen werde icb die AunSsung 
folgender Aufgabe auseinandersetzen: 

I, Zur Construction der Riohtiingen der Hauptacbsen einer OberflScbe (1») 

,irind gegeben swei Systeme conjugirter lanien der OberflScbe und 

iieme Haibobernacne {Z.}. 

BCt zwm Systemen conjugirter Linien der OberflScbe (L) ist, wie 

oben geaseigt wurde, auch ein drittes System conjugirter Linien der Ober«» 

flfidie gegeben« Diese drei Systeme lege man dnrdi einen Punot der 

gegebenen OberflScbe (2«), welcber Punot im Folgenden als der Anfangs« 

punct des Goordinatensystems betracbtet werden soll, auf welches dio 

Oberflficben bezogen und, und construire auf die in §• 4« bescbriebene Art 

die drei Puncto a, h, c. Durcb diese drei Puncto lege man eine Bbene {A) 

Vx^Vy+Wz+\ = 0, 
weldie durcb die GImcbungen (15«), (160> (17.) analytisdi bestimmt wird. 
Diese Ebene nun scbneidet die gegebene OberflScbe (2.) in dner solcben 
Cnrre ti) , dals, wenn man eine durcb den Punct gezogene Linie durch 
diese Curve fortbewegt, die Linie einen Kegel bescbreibt, weldier auf 
seiner OberflScbe drei den Hauptacbsen der OberflScbe (L) parallele li« 
nien enthSIt» Bezeicbnet man nun durch Xj Y, Z die Coordioaten des 
Mittelpunctes einer Kugel, die durch den Punct geht und die Ebene (i£) 
in einem Kreise sdineidet, der die erwähnte Eigenschaft der Cunre u hat, 
80 werden die Coordinaten X, Y, 2Si durdi die Gleichungen (lO^t (^O.), 
(2L) bestimmt Diese Gleichungen sind aber, wenn man X, Y,^ Z ab 
verSnderlicb betrachtet, die analytischen Ausdrücke von Ebenen, die sich in 
dem %esuditen Mittelpuncte der Kugel schneiden« Es bleibt also nur 
noch übrig, diese Ebenen zu oonstruiren« Die Gleidiung (20,) ist zusam» 
meogesefzt aus den drei Gleidiungen: 

Die erste von diesen Gleichungen stdlt eine Ebene dar, wetdie durch die 
Mitte 4es von der Ebene ( J.) abgeschnittenen Stiicks der x Achse des 



6. He$909 Sbtr OUtJImehm tweU^ Orimmg. WJ 

GH y i i n a ttMjgteni» hmdtnpoh gebt und in BaSebiiiig auf die (N>erllQbe (!•) 
ztt dieser Adiee oon jbgirt iit üben eo iet die swefte die Glelebmg einer 
Ebenem die darob die Mitte des Ton der Ebene (X) ebgeeehiiittnnen 8t9ekes 
der y Aehte bbdorob geht und tu dieser Aebse in Besiebnng auf die Ober- 
ttobn (k) conjngirt ist» IKa dritte Gleiebang stellt ehe Kbene dtr^ die 
dorob die Mitte des ?on der Ebene {A^ abgesobnitlenen StBipkes der # Aebse 
liindoreb geht und eonjng^rt ist in dieser Aelise« JUe drei geninnten Ebenen 
sehneiden sieb aber In einem Punete der Ebene (80.)| weil die Werlhe ron 
X^ Yp X^ welche den dtei Gleicbunga> genBgen, aueb der Gleidiung (20.) 
gen8gen# Wenn man nun durah den Punct irgend em System auf ein» 
ander senkrechter Linien legt und durdi die Mitte, der ¥on der Ebene (4») 
abgesohnittenen StadLe dieser drei Linien drei Ebeneui die in Besiehung auf 
die OberflSdie (L) an den ihnen entsprechenden Linien conjugM sfaidf so 
schneiden sich die drei Eigenen ebenfidls in ebem Punete der Ebene(270« 
Auf diese Weise liann man nun so viele Punete der El>ene (200 finden^ ab 
man will; mithin die Ebene seÜMt« Diese Ebene ist in Beiiebung auf die 
Oberttcbe (L) eoojugurt au dem Lotbe der Ebene (J.); wie aus derGlei* 
ehung ^tO») leicht au ersehen ist. )fan l^ann datier auf die oben ange- 
gebene Art eine ilir parallele Ebene eonstruiren und es bedsitrf nur eines 
Punctes derselben I um ihre Lage im Räume au bestimmen. 

Wenn man in der GMehnng (80.) fSnt a, h,e; af, V, ef setat: k, \ yL\ 
nfp K% ifff so geht aie in die Gleichung (21.) nber« Wenn man daher fiSr 
die OberiBohe (L) die Oberflfiche %l^ substituirt^ von weldier ebenfalls drei 
Systeme eon^^rter Linien gilben sind (nemlicb die Lotbe auf den drei 
g^benen Systemen ooojii^irter Ebenen der Oberfläche (!•))» nnd die an- 
gegebene Construcdon durch diese Lotbe wie Torhin durdi die drei Sy- 
steme eovgiigirter Linien ausfuhrt^ so erhSlt man die Ebene (2L). 

SebBtmanin derOleiobung (KK) a^bsses^l und a'sjS'syssO, 
so geht sie in (190 fiber, und die dieser Gleichung entsprechende Ebene 
wird auf dieselbe Wdse constmirt^ wenn man Cor dleOberfliche(L) eine 
Kugel subedtdrt Um also einen Pkmct der Ebene (19.) au finden^ l^e 
man durch den Pünct swel anf einander senkrechte Linien und durch 
die IBtIen du* nm der Ebene (Js) abgeschnittenen StfidLO dieser Linien 
drei senkrechte Ebenen auf diese Linien; alsdann uit der Schnittpunct die- 
ser drei Ebenen dn Punct der gesnohten Ebene (19.). Msn bemerkt 
eher leicht, da£s diese Ebene parallel mit der Ebene (A.) und daft 

CMs^ Jonml d. IL Bd.XllILmLa. 16 



11$ 6« Hesse ^ über Oberßaekem zweiter Ordnung. 

aenkrocbtw Abstand Tom Puncle glekh ist f des AbttaiHieB der Ebene (A}» 
Ans dieser Bemerkui^ ergiebt «eh demnach eine einfachere ConslniMion 
der geraditen Ebene (I9.). 

Die drei Ebenen (19.)^ (20.)^ (21.) echneidett eich nur fai einem 
Punote« Besohreflvt man nm diesen Punct eine Rogely mit einem RaAuS| der 
gleich ist der Entfernung des Punctes Ton diesem PtmctOy so schneidet 
sie die Ebene (A.) in einem Kreise r* Verliindet man die vier Schnitt» 
puncte der Curve n und des Kreises u^ durch gerade Linien nrft dem 
PuBCte Oy so bestimmen drei von ilioen die Riditungen der Hauptachsen 
der Oberfläche (L). Die viertel den Hauptachsen nicht paraUcfie Linie wird 
auf die m $• 6« angegebene Art gefunden« 

Kdntgsbergi den 2L October 1837. 

(Dit ForttctzQiig folgt) 



mwStCtifU 



7. 

Neuer Beweis der Zeriegbarkeit ganzer Functionen in 
reelle Factoren vom ersten oder zweiten Gi*ade. 

(Von Herrn Ed. CoUins, SmatanOh nnd MitglM der Aka4 d* W. in Sl Pelersborg.) 

(Nftcb einer Tor der Kaiserl. Aked. der W, zu St. Peiertbuif in deren 8ltinng am j^ten MSrz 1837 

gebalienen Vorletang nea bearbeitet.) 



JJer hier mitzutheilende neue Beweis bonilit auf folgendem | wie ich 
glaube^ bisher noch nicht aufgestellten Lehrsatze , der zwar nicht allein 
für ganze Functionen zu gelten schont, jedoch hier, wo der Hauptgegen« 
stand nicht mehr fordert^ nur auf solche, und überdem, wie jener Beweis 
selbst , nur auf reelle Functionen beschrankt wird« 

Es bezeichne f(x,y) ^ne ganze Function irgend eines Graäes und 
von der Beschaffenhdt, dafs zu jedetn Werthe von x, der innerhalb zweier 
gegebenen Grenzen a und a^""^ beliebig angenommen wird, wenigstens Ein 
reeller, mit ersterem der Gleichung f (x, y) = genügender Werth von y 
gehört. Geben nun zwei solcher Paare corresponMrender Werthe, x =s a, 
y asß tmrf.x = c^, y = ß^) (wobei ß und ß^") auch allenfalls einander 
gleich sein können)^ wenn sie successive in eine andre ganze Function 
F(X|y), von gleichfalls irgend einem Grade, gesetzt werden, dieser selbst 
zwei Werthe von einander entgegengesetzten Zeichen, so mufs es zwi^ 
sehen a und a^'"^ wenigstens Einen IVerlh von x geben, der mit detn ihm 
in der Gleichung f (x, y) =* correspondirenden reellen Werthe von y 
ftfi gleicher Zeit ein Paar zusammengehöriger Wurzeln der Gleichung 
F(x,y) = bildet 

Beweis« .Mögen a% al*^ {f!'\ .... a^'""''^ eine unbestimmte Menge 
einander beliebig nahe liegender Zwischenwerthe von a, und a^'"> und 
ß', ß", ß'", .... ß^'""'*^ die ihnen, als Wert hen von ar, io der Gleichung 
/*(*> y)^^^ respective conjugirten reellen Wurzelwerthe von y bezeichnen« 

Werden sowohl diese verschiedenen Paare zusammengehöriger Wei^ 
the, als auch die beiden Paare a, ß und a^\ ß^'"\ nach einander in die 
Function F'{x, y) gesetzt, so mufii es, wenn kein einziges derselben diese 
SS macht, in der Reihe der Resultate : 

16* 
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F(a,ö), F(a',ßO, F(a",ß'0, F(a^-^0{-'), P(a"'W'^, 

die alle reell aind und deren erstes nnd letstes entgegengesetzte Zeichen 
haben, wenigstens Eb Paar unmittelbar auf einander folgender Glieder 
▼on gleiohlalls ebander ent;geg6ngesMzlen Zeichen geben. 

Beaeiohnen nun F(ee^»,ß^) und F(a^^\ß^^*^ ein solches Paar 
▼on biedern, so wird man also darin af^* und a^**') emander so nahe, als 
man irgend will, annehmen dorfen* 

Mithin wird auch, wenn a<4>a^*+*) und fii^^ s 7, 
IfÜ^««*, B=J^^., £ÜL:ji?Üll>«^gesetstwlrd, leine 

beliebig kleine positive Zahl besetphneDe Zugldoh aber wird, da fSr 
jsssO auch ^=s sein muls^ gestattet sein ^ ss p^ zu setzen , unter der 
Voraussetzung) dafs p eine entweder ron ^ gänzlich anabb8ngige oder doch 
eine Chrülse sei^ die fdr JsO nicht cx> wird. 

Demnadi ist 

F(a<»+", ß5*+'>) = F(y-|, s-pS) = 

Nehmen wir nun I so klein an, daCi in der rechten Seite jeder 

dieser beiden Gleichungen der absolute Werth des ersten Gliedes, F(y, t), 

grfilser als die Summe aller darauf folgenden GUeder Ist, so muis, da 

F(aP^t ß(*)) un F(a(^'\ ß^***^'') entg^eogesetzteZriohen haben M^len, noth- 

wendigor Weise 

o. F(7, «) SS 

sein. 

Wegen f («'*>, ß^") = und f(af^^\ ß^***') = »t aber auch noch 

nnd 
folglich auch 



• • • • 



and 

Da aber jede dieser beiden Glekthnngen eine endliehe Annhl von 
Gliedern begreiflt^ und dabei wenigstens for jeden Werth tim d Statt ba« 
ben mulsy der den höchsten der for die BegrQndung der Gleichung (o.) 
erforderlich gewesenen nicht übersteigt» so wird dort jeder von ^ unab» 
häogige Ausdruck» er möge allein oder multiplicirt mit einer Fot^ns Tdn ^ 
yorkommen» einzeki s^O» folglich auch 

aein müssen» 

Aus (a.) und (h.) erglebt sich also» dalii» unter den im Lehraatae 
aufgestdlten Bedmgungen» die Gleichungen fQt,y) «s und F(x, y) =s 
wenigstens E3n Paar gemeinschaftlicher reeller Wunseln» jr sss 7 und / =: f 
haben müssen* von welchen y awischen den Grenzen a und a^"^ liest» 



Der aus der Division einer gegebenen ganzen Function einer Tariabeln 
L /V = ;r^ + a'x"-^* + a''«^^ + ...- + a^'-'>j?+af->, 
deren Grad n oidit niednger als der zweite bt» durch eine ganze Func- 
tion vom zweiten Grade 

entstehende Rest kann nur entweder eine Constante oder eine Vnnctioo 
vom ersten Grade von jr sein. 

Er muls daher in der allgemeinen Form tX'{-u enthalten sein» wo 
t und u von x unabhängige Ausdrocke und blofii Functionen der Coefl!« 
cienten a^, af'y af'% . . . . d^^\ a^"^, h, c von der Beschaffenheit beseidi- 
neu» dafs in jedem Falle» wenn (2.) ein Factor von (1.) ist» sowohl 
IsO als u-zszO wird. 

Wird auberdem der» übrigens uns hier ganz ^eichgültige Quotient 
der Division durch Q bezeichnet» so ist 

3. fx = (?a:(a?»— Äar+c)+(/jp+ii). 

Nun seien a und ß die beiden reellen oder imagfnSren Wurzeln 
der Gleichung 
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und zwar: 

4. a = l» + /(ift^-r)t ß » ift-ZtiÄ'-c), 
oderi wenn man der KSrze halber 

setzt, 

6. a SS p+yTV, ß CS F'^V9' 
Dann folgt offenbar aus (3.)$ 

7. /*« SB /a 4- *^ 

8. /p sp^ß + «, 



ano nierauBi 

10. ti jzr^« 

VuD gtebt (1.): 

11. /•« as a" +«'a"-* 4- «"«r-* +..... + o'"», 

12. fß = ß"+ o'ß"-» +«"ß-^-f... . .+ fl^V 

weshalb 

13. fa—fß = 

(a» - ß") + «'(«-»— ß"-') + «"(«""'— ß"-") +•... + «^""'^ 0»— ß)» 

14. a/'ß— ß/A = 
— aß [(«-»— ß-*) +«'(«"-»— ß-») -t- .. .. + a'"-'> (a^ß)J + <> (a - ß) 
ist: Relatiooen, aus welöbeo, mittelst (Q.) unA.{lQ,), Wi^ wdi aus (4.) 
a— ß = 2/'9 und aßssp"^ — ^ ist, die Gleiobui^o 

15. t = (rH-^?)-.(p-Vj[)! + ^. (P+Vy)-^-(p- Vy)-" ^ . . , . 



entspringen. 

Da nun ab bekannt vorausgesetzt werden dar^ dals jede Gleichung 
TOn einem ungeraden Grade wenigstens eine reejie Wurzel 9 jede ^anze 
Function von ungeradem Grade also wenigstens einen reellen Factor 
vom ersten Grade hat^ nach dessen Ausscheidung eine ganze Funcjtion von 
^^oii^ii Grade hervorgeht| so brauchen wir uns bei uuserm Beweise hlofs 
aof die Betrachtung von |^zen Functionen letzter Art zu beschräaken 



7. Coliiu», »er dk2M^bm*Ht ganur Eimalkmm im nO» FathNn* 123 

onj «forfen dalier 

17. n SS 3 m 
«nnehmep« 

Setsra WUT SbeMtes der K8ne halber al^<>iiieln: 

'**• "' 1.2.3....r » 

ro echahen wir, (15.) uod (10.) mittdst des BtiKmualsatses entwickdnd 
und dabei reducireod, 
19. #= (2inf»"-» +(2»n),;»*^7 +....+(2m),;»»V^' + 2«i/»^') 

+a'' ((2m-2) ;»'"'+ (2»-2), ;»«*• y +....+ (2m-2), /»' y^»+ (^«-2);» 9^') 

+ «' ((2»i-2)f»*'-»+(2«i-2),;»'-^V +...^ (2*1-2), //V'+ (2»i-2);»^*) 
+ ii"((2»i-3)/»»^+ (2«-3), ;»'-«y +....+ (2«-3)i |>' y"^+ y""') 



Dan fliNsh Hör 



21. 



(^^y+....+ (2«),(iL)-'+2» (^y 



i+C?iii-i), 



.im-a 



+«"((2«i-2)+(2«-2), 






22. •« = - (|-^)[((2»»-!)+(2i»-l),^ +(2».-l), (^)'+ ....+ (2m^i\{ff"+ (i)""') ;»*• 

4.«"((2«.-3)+(3»-H),X + + (2«,-3),(^)'"+(i)'""');»'-» 
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oder, wenn man 



23. ^rsk oder q ^ kp* 



aefBt, auch so adireiben kann: 
21. #= (2iii*-»+(2m), *-»+(2«i)i *-»+....+ (2»), A + 2m);i^-» 
+4l'(Är»+(2iii-2),*^+(2»-lX*-»+....+(2»-l),ft+2«-l)^» 
+Ä''((2«H-2)A-^+(2jii-2),*-^+(2m-2),*^+....-K2>»-2),*+2»»-2)>^^ 



25. « CS (*-l) [(*^+ (2»-!), *-^«+ (2«-IX **»+....+(2«i-I),*+2*i-l);''" 

-f Ä* ((2«>-2)*^«+(2«-2), **-»+....+(2m-2),*4.2w-2)p»-» 
+«"(Jlr*+(2»-3),*^+ +(2»-3),ife+2m-3)^-» 

+ (<^»-^, 2/»» + Ä««^*>.f*] +«(*"». 

n«nin knBpfeo ridi folgende Wahrnelmianfen mid SchlfiaMt 
L In Beng mf jr ist die Funetkm # tnmer von »ifemiMt, m fm. 
mer fon ßetttiem Grade. 

II. bt m eine w^^vraife Zahl, eo ist « in Beeng auf k von un^era^ 
dem Grade, weaw^peo alsdann, in derGldehung ussQ t^ Jeden raellen 
Werdi TOD p, k weni^ens einen reellen Wuraelwerth haben mub. 

UL Ist » fin» gerade Zahl, ao wird man, aus (24.) und (25.) die 
Fotenn Jt*~* elimfolrt, nodi eine Funetion v von p vnd k erhalten, welche, 
hl Beng auf k, vom (m— l)ten , also von einem wigenuten Grade seht 
wird. Um diese EUmination au Tereinfiichen, kann man, was der Allge- 
meibheit der Unterandrang keinsoi mntng thut, afssO seCzeni und wtil 
alsdann 
26. /« (2«Ä-^»+ (2m), *-»4.....+ (2j»), *+2»);»*^* 

+a"((2»-2)*-^+(2m-2),*^ + ....+(2«~2),ifc+2»-2);»»'"- 
4* wie oben (24.) 
ist, so giebt die Elimination: 

27. 9 s 2niit-(*-l)j»l« (*-I)[(2(2«i),*-«-M(2m)» A-»+....+(2»i-2),2«)/»»'" 

+ 2fl"f*^etc.)>»^» 
— af"{kr-*ete,)p^* 

wesw^en in der Gleiehung « = fBr Jeden reellen Werth yon p, k 



/ 
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L'i, 



^•Miftilb m mi lt MM «faMii rMOm Watseiw«ttli htbem smAJl D« nua 
offBabkrÜF t=s.Q And.wO «ucfa mtssQ wird, nA kami, wemi «m* 
will, « die Stelle «»n tr vertraten«* - - ! 

- |¥*- .< Die Pol/oome. 

2(2»»),**^+ 4(2»»)5 *"-»+.... +(2in-,^2).2«^, 

weniit rdipeotire Sa <24.) iiod <2fr.) ^ boehste Colens p*"^ mcl la 

(27.) riicB dieselbe niul%lidet ist^ erhalten &as jedm ^ jmsUiven Werth 

reo X;: iribafc keine enderen «b ;»aM(icte Wectiie. ' 

: ¥• Deftbalb wird der Multiplioator yenj»?'"'ea(«rohl in (25.), wo « 

(*-l)(*--»+(2«»— l),*^.'rH.'--f(2»— l)i*+2«.T-l), 
als In (27.), wo er 

(*^l)(2(2«i), A— ' + *(2«)6 *"-* + ..,, + (2«— 2)2«) 
isti ior |edeB positiF^o Wertfa voq k, K<^1$ neßoäv, im jedea VT^h 
TOD kß x^>> 1 j dagegen postüv sein^ ^ > 

YL Es mu£i, von welcher Grö&e und weloben Yonseieheii aucdi die ^ 

Go#ffidenten a^ 0'', etc^ in (1.) sein mögen ^ immer mögliah tein, für p 
einen absoluten Werth P zu ßnden^ wdcher in (24.) oder ^26«) das erste -^'^ 

die Potenz /^^'"^ enthaltende Glied für alle W!erthe von h^ ron y bis %\ 
und zugleich in jeder der Formeln (23.) und (27.) das erste | Ten der 
Potenz jt^'"* afBeirte Glieds sowohl twc k^=^K als fSr A: s ^^^ und zwar je» 
des der namhaft gemachten GUeder^ seinem ab&olujl^ Werthe naob^ gr6« 
Iser ah die Summe aller reapectiFe darauf folgendeii Glia#er macht» 
YIL Oemnadi wird 
für p — ±P und h^H, u in (25.) oder f» in (27.) ne^ßth, 

.m p^tP - *=?»# «« - m m m ^ ^ positiv 

sein« Also muls die Gleiehung 11 s 0^ oder 1? ap 0, sowohl ßt ps^-^P 
wenigstens eineui zwischen x unditf fallenden redleo Wurzel werth Mss^ 
als auch für ps=z^^P wenigstens einen^ zwischen dieselben Grenzen fal« 
fenden^ reellen Werth /c^=^y haben; wobei es unentsehieden bleiben mag, 
ob und wann (x und y identiseh sein können* 
YIIL Alsdann aber wird 
tur p^ + P md k = iAp t, iu (24.) wie io (26e)| posi&t, 

. p^—P • *=v, t, negalw 

sein* 

Crcllo'« Joiioial d. M. Bd. XYIII. Hfi. 2. 17 
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p Über dfje 2ierligbarhtti gamzer FuncOonen im retUe Fadorefu 



UL idtaher molk M» kraft dm obt» b^rSodeteo LaivMtxet «iidi* m 
Folge das unter IL fiur ein nngerndes m nnd witer Wu fat ein gendee m 
Bemerkten! zwisohen •)- P und — P wen^rtens einen reellen We*4i von 
p geben^ der mit dem ihm in (25.) s= oder in (27«) oa eorrei^n« 
direnden reellen Wqnelwerthe von Aeia Paar den Gleiofcungen (24.) s=^0 
und (25.) ssO od«r den Gleiehongen (20.) bsO nnd {tl.) =Q gemein- 
aohaftlicher Wurzeln iMidet. 

X« Wegen (33«) wird es aho auch wenigstens ein Paar den Giei« 
öhungen (21.> s O ui^d (22.) ss geaeinsoliaftiiolier reeUer Warthe von 
p und q und folglich, naob (&*)j| wen^slens ein Plaar reeller WerHie von 
i und c ^ebea, die in (3«) den Rest to-f ussO, mitfiin d?'«-«^«-^ c zum 
Faotor 4er ganzen Functio» (!•) naelien« 



•• 



^ 



-> 



& Sehnellibaum, äbfr eime Aufgahe wm Herrn Sttbm. ' l27 

8. 

Auflösung der Aufgabe 1. Clin^s) um Anhange des 

ersten Bandes der „Systematischen Entwicklung der 

Abhängigkeit geometnseher Gestalten etc^^, 

von J. Steiner. 



XToa Hemi SchaäUihaitm^ PriutMim n Btrlia.) 



,^ iVenii in einer Geraden A üti barmonbohe PonoCe mid In dnem eb^ 
iinen Strahlboschd B vier faarmonnohe Strahlen gegeben sind^ ao tind die 
^^zwei Gebilde A und B in Anaehung der gegebenen Elemente auf acbt vmv 
i^sobiedene Arten projeotivisch ($«8, 1. ß.) und kSnaen in Rnofcsiobt auf 
9, jede Art in perspectiTiBcbe Lage gebracht werden. Wenn nun in dner 
19 Ebene die Lage der Geraden A als feat angenommen und der Strahl« 
^^bSsfdiel B auf alle Arten mit ihr perepeetivisob gelegt wird: wdohe ge« 
i^genseitigeBeaehung haben dann die 8 (oder 16) PunotOi in welche sein 
^»Mittelpunct fölll?'' 

Ea seien (Fig«1.) in der Geraden A die vier harmonischen Puncte 
Of Cf b^ b gegeben 9 von welchen a und C| b und b einander zugeordnet 
rind ; und h(n Strahlbuschel B seien die vier harmonischen Strahlen 41, C| 
hy d gegeben, und zwar sei a dem e, b dem d zugeordnet* Ferner werde 
die il in ihrer Lage da fest angenommen, wShrend die LagQ vonB eine 
beliebige kU Die in der Aufgabe angedeutete, aditfacbe projectivfsche Be- 
ziehung zwischen den zwei Gebilden besteht (nach ^.8. 1« ß, des Steiner- 
sehen Werkes) &rin, dab man denselben Elementen a, c, b, b in ^ die 
gegebenen vier Strahlen in B der Reihe nach hi folgenden acht verschie- 
denen Rangordnungen entsprechend setzen kann: 

a, e, h, df a, e, d, hj e, a, b, df e, a, df, bj 

dy b, e, üri by d, e, a; d, b, u, €f b, d, a, a 

und fnr jede dieser acht Arten ISlst sich B mit A perspeetivisch legen, 

d* h. man kann den StrabHmschel B in der Ebene der Geraden A in solche 

Lage bringen, dafii die in dMaselben gegebenen Strahlen, und zwar ohne 

der Winkel, welche sie mit einander einschlielsen , dnroh 

17* 
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die eotspreoheod gesetzten Functe in A gehen* Auf diese Weise erhalt 
man im Allgemmnen auf einer Seite von A aoht Puncte, in welchen sich 
der Mittelpunct des mtt 4 perspeotimch gelegten StrahlbBschels B befin« 
den kann« (Dafri nach {• 13. IL a. a. O«, fnr jede Art der projectivnchen 
Beaehungy B mit A auf zwiefSeiche Weise perspectivisch liefen kann, so 
jedoch, daCs sein Mittelpimct auf entgegengesetzte Seiten yon A fallt, mag 
▼or der Hand unberacksiohtigt bleiben. ) Da nun , wie aus den Betrach« 
tungen in $• 8. a* a. O. sich ergiebt, die gegenseitige Lage von vier har<* 
monischen Strahlen emes BSschels vollständig bestimmt »t, wenn die Win« 
kel der zugeordneten Strahlenpaare gegeben sind, so kann man zur Auf« 
findig der genannten Puncto folgendes Yerfahren anwenden. Man he« 
adbreibe iiber den Abständen de, (^b, als Sehnen, Kreisbogen, wdche be« 
«dilieh die Winkel der zugeordneten Strahlenpaare in B, wie diese naob 
emer der acht Rangordnungen den Punoten a, c und hy b entsprechen^ 
als POTipheriewinkel ÜBSsen} der Ourdischnittspunot dieser Kreisbog^i ist 
einer der gesuchten Puncto, und zwar derjenige, welcher der gewählten 
Art der projectiTischen Beziehung zugehört« 

L Es mögen von obigen acht Rangordnungen der Strahleft ü, c^ 
dj h zunächst die ersten vier, in einer Reihe neben einander stehenden 
ins Auge gefafst werden* Der Abkürzung wegen sollen (sc), (b d) bcffiebi» 
lieh die Winkel der Strahlen a und c, h und d bezeichnen, wie sie in 
Fig« 1* durch Bogen bemerklich gemacht sind* Beschreibt man nun über 
dem Abstände a c in 2l die zwei Bogen (iiy fh von unter sich gleichen Krei- 
sen Ml, M^, die aber at beaehlich die gegebenen Winkel (ac) und 
^ — (üc) ab Peripheriewittkel fassen; und gleicherweise «her h\> die^zwei 
Bogen |0b , fA« der unter sich gleichen Kreise üf , , M^^ welche aber h b 
beziehüch £e gegebenen Winkel Q^d) und r— »(iil) als Peripherie winket 
enthalten : so sind , wie aus dem Vorigen und aus der Betrachtung des 
Strahlbfischels B folgt, die Puncto B^, B^, By, B^, woiyn sich bezieb- 
lich die Kreisbogen fii und (ly, fh und (hß fh und m schneiden, die vier 
Lagen f3r den Mittelpunot des StrahlbSschels B, wenn dieser auf die er« 
wähnten lier Arten mit A perspectivisch gelegt wird# (In Fig. L sind, 
um meht die Uebersicht zu ersobwerep, die Strahlen aus B^, B^, B^, 
B^f %•.. nach e, c, h^ b weggdassen.) .Es aoUen ferner die Mitten von 
ac, i^b beziablich mit m^ nti bezeichnet wecdeoi und die Strecke am (=mc) 
heilM r. 



8. Schaellibaump Sber eine jtufjgabe von Herrn SteinerJ 120 

Der Punct m isC der innere Aehnlichkeitq^unct *) der Krebe Mg 
and Ufa/ und tili h^t dieselbe Beziehung zu den Kreisen üf, und üf«« 
Wenn daher eine Gerade^ z. B« aus m^ die Kreisbogen (ig und fia in zwei 
Punettti schneidet, so ist das Produot aus den Abstünden dieser Puncto 
Ton m constant und = r\ Zugleich aber ist (§• 8. des angefahrten Wer-* 
kes) aiich r^ =: m 6 . m b , und jede Secante aus m durch die Kreise M^ , 
üf« schneidet jeden derselben in solchen zwei Puncten, deren Abstände 
Ton m ein constantes Product = r^ bilden. Deshalb mub , wenn man 
etwa die Gerade in Bi zieht, der Punct, worin dieselbe den Kreisbogen fti 
trifft, zugleich im Bogen fh liegen, und kann folglich kein andrer als Bj 
selbst sein* Daher geht die Gerade mBi durch 02 > und eben so mB^ 
durch B^j andrerseits folgt auf dieselbe Weise, dais die Geraden B^B^, 
B^B^ ttch in nti schneiden» — Wird ferner durch die drei Puncto B^, 
B^y B^ ein Kreis gelegt, so kann dieser, weil nach dem Vorigen mB^^taBt 
=:mi9j.m04 = r% die Gerade mB^ zum zweiteumale in keinem andern 
Puncto als in 0« treffen. Daher liegen Bi^ B^, B^, JB« in einem Kreise P. 
Man beschreibe jetzt über ac, 6b, als Durchmesser, die Kreise m, nti ; r ist 
der Halbmesser des ersten Kreises* Einer der Durchschnittspuncte der 
Kreise P und m sei N^ so ist miVsr; da aber mJETi . mJBs =s r% so 
ist miV zugleich eine Berührende aus m an den Kreis P in iV und steht 
senkrecht anf dem Halbmesser PN desselben Kreises. Dieser sdineidet 
also den Kreis m und aus denselben Gründen auch den iKreis nii recht« 
winklig. Daraus folgt weiter, dab der Punot Pß worin sich die Geraden 
B2 B^ , JBa JET« schneiden , und welcher der Pol von A in Bezug auf den 
Kreis P ist ($• 44. a. a. O.), auf der geraeinsohaftlichen Sehne der Kreise 
m, Uli liegt« Das bisherige Ergebüils ist demnach folgendes. 

Die Puncte Bi , B, , B3 , B« liegen in einem Kreise P, der die bei^ 
den Kreise m, nti rechtwinkUg schneidet. Fafst num sie als voUsländiges 
Viereck (§. 10. a. a. O.) auf, so schneiden sich zwei Paare gegenüberste^ 
hender Seiten desselben^ nämHch BiB, und BjB«, B^B, wid B2B4, auf 
der Geraden A, und zwar m den MUtelpuncten m, nti der glmchnamigen 



^) Weges der Beoenonsgen: Aehnliehkeltspunct ^ AehidichkeitsKnie , gemeinsohafi^ 
Jkhe Potenz zweier Kreise^ rechtwinklig schneidende Kreise o. s. w. ist «of die Steiner» 
sdie AbhaiHnoBg „Geometrische Betrachtoogea *^ im 1. Baode dieses Joorosb snd auf eiae 
Darsleüssg ds^kis Gegeostssdes Too Oergomne im 17, Baode seioer Annaies de math^m. 
so Terwciseo. 
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Kreisej das dritte Paar BiB«^ B2B3 hegend tüch cMf der gemnnschafU 
Ikhen Sehns der genannten Kreise im Pole van A m Bezug amf den 

2. Far die vier übrigen Rangordnungen der gegebenen Strablen 
in B (welche die Umkehrungen der ersten vier sind) erhfilt man die 
zugehörigen Lagen des Mittelpuncts des StrahlbSschels jB für die peiw 
sp^iotivisohe Lage desselben mit A^ nämUch Q3if SSa» ^s» ^4» dutoh 
ein analoges Verfahren , wie io (L) die B^^ B^^ JET, ^ JET« erhalten wnr* 
den* Was daselbst von diesen gezeigt worden^ gilt auf gleiche Weise von 
|enen. Es müssen also die Puncte i5i, ^29 ^j» 93« m ^fiem Kreise 
Vi liegen, welcher die Kreise m, nti rechtwinklig schneidet j in dem durch 
sie bestimmten vollständigen Vierecke schneiden sich zwei Paare gegen^ 
überstehender Seiten, nämlich S3i S3, und S3, 934 $ ^i 93, und 93, 93« 1 auf 
A, und zwar in den Punoten tn^ mi u. %. w. 

3« Man denke sich fiir einen Augenblick aus allen acht Puncten 
Bi9 ^2$ Bzf ^4 u^^ 93m 93,9 9339 9349 die Strahlen nach <if c» h^ b 
gezogen I also den Strahlbiischel B auf sfimmtliche acht Arten wirklich 
in perspectivische Lage mit A gebracht Dann ist unmittelbar klar^ dab 

Winkel bJ?iCsW.b93iC| u,s.f. und a93ib = a93|b9 u»8.f.; ebenso 
W» aB^^ sW.a933&9 u»8.w« und c93tb=: c93,b9 u«8« w»; 
und es liegen folglich sowohl die Puncte 0| b| als 6| c mit jedem der 
Punctenpaare Bi und 5Bi , B2 und 9, 9 ^3 und 93, 9 JB« und 934 in Krei- 
sen; eben so gehen Krdse sowohl durch die Puncte a, b» als durch 
c, b) und durch jedes der Punctenpaare J?i und 5B4» B2 und fdi, B^ und 
<5^ , 04 und 93^ . Demnach ist z» B. die Gerade Bi 93^ die gemebschaftliohe 
Sehne zweier Kreise^ von denen der eine noch durch a p b geht^ wfihrend 
der andere die ^1 in 6, b schneidet» Wird Bi^i verlängert , bis sie die 
Ä m irgend einem Puncte f trifft ^ so bt f J9i93i £e gemeinsame Secante 
der vorgenannten zwei Kreise , und auch fb schneide sowoU den einen 
als den andern Kreis. Daher ist f0i*f93|Si»fa»fbK5 fc* f&i woraus un« 
mittelbar folgt, dafii f der iiulsere Aehnlichkdtspunct der Kreise nii nti ist 
($. 10« — 12. der angefShrten Abhandlung), Wenn andrerseits die Gerade 
Bi94 die A im Puncte e trift, so ergiebt rieh aus Ähnlichen Gründen, 
dab fi9i.e934&=:ea.ebsccteb und e der innekre AdinliohkeitspuDot der 
Kreise m , nii ist Weiter ist klari daüi die Geraden B^ 93i , B2 932 9 0^ 93, , 
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B^fß^ aSoniUich die^ in f treffein wahrend die Geraden Ba^S«, B^Q^s» 
i^ 9)s^ B4 ^1 sieh auf ^ in e b^egnen» 

Werden von den vim Poneten^ in weldien der Kr^ P (t.) die Kreiie 
nty ttii eehneidef^ zwei solche fixurt^ die (nach $• 9. der angefahrten Abhand« 
hng) änf einer Geraden mit f liegen, so ist das Produot ihrer Abstfinde 
von f oonstant und glaeh der fitibem gemrinschaftliohen Potens dieser 
Kreise, oder sfa.fb; und jede andere Seoaate aus f durch den Kreis P 
triffk diesen in zwei Puneten Ton gleicher Beschaflbnfaeit. Es ist aber auch 
jedes der Producte fjBi.f93t^ fBa-f^» fBs.flB,, fJETi-f^i gleich 
fa.fb: folglich mdb derselbe Kreis P^ der durch die Puncto Bg^ Bt$ 
B^f 04 geht, auch durch die Puncto S3o ^29 ^9 ^« gehen, und dw 
in (2«) vorlSu^ angenommene Kreis Pg ist identisdi mit P. Ferner tr^ 
fsn die irier Geraden 0x0«, 02^3» SSiS)«» 932 93s in einem Puncto p 
zusammen, welcher auf der gemMisdiaftlidien Sehne der Kreise m, tili 
liegt und der Pol von A ist in Bezug auf den Kreis P. Die Fojbtändigo 
Beantwortung der vorgelegten Frage ist also diese: 

• Die acht PunetB, worin der MUtelpunct des auf alle aekl Arten 
mit der fBsten Geraden A perepe^ivisch gelegten StraUbüsckeb B eiek 
befindet, liefen sämnUlich in rinem Kruse P, weldker die tüer ac, ^b 
eile Durckmeeeer beschriebenen Kreise m, uti rechtwinklig sdmeidHi sie 
sind m demselben so grvppirt, dafs vier mal ^zwei derselben sowohl mit 
beiden Mittelpuncten der Kreise m, mi , als auch not deren AehnUch'^ 
keitspuncten e, f, und endlich mU dem Pole p von k in Bezug a^ den 
Kreis P m Geraden liegen. 

Hieraus geht weitw hervor : Wird in irgend einem Kreue P, wel« 
dber die iieiden Kreise m, mi rechtwinklig sdineidet, ein beliebiger Punot 
Bi als Mittelpunct eines gegebenen und mit A perspectinsche» Strahl« 
bnschels B angenommen, und wird ferner A als in fester Lage befindlidi 
angesehen : so sind die Puncto, auf weldie, für die sieben aulserdem noch 
mfiglieben perapeoivischen Lagen beider Gebilde B, A, der Mittdpunct 
iFOtt JB. ftllt, Idcht zu finden und als gegeben zu betrachten« Denn zieht * 
oHui z« B. m0| , so schneidet diese Gerade den Kreis zum zweiten Male 
Im Btf mi0i, itti02 geben beziehlich B^^ B^. Die Geraden aus einem 
der beiden Aelmliahkeitspunele dw Kreise m, nii nadi den bweits gefun« 
denen Pkneten sdnieiden den Kreis P zum zweiten Blale in den noch 
nbf^en Tier Puneten 93it SS,» 83,, 83«« 
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6id>t man nun die Eioschrfiukung auf, dals X» Bfkteipiinete von 
B nur auf der einen Seite der festen Geraden A liegen toUeni so ist von 
selbst klar ($• 13. 11, des Steinersohen Werkes)^ dafs auf der andern Seite 
von A sich Alles auf gleiche Weise verhält. Auch hier befinden, aich 
acht Orte des Mittelpunotes von B^ die' in Bezue auf A mit den ersten acht 
symmetrisch liegen ; und - Alles, was von diesen in Rücksicht auf Lage und 
Construetion gesagt wurde ^ gUt audi von jenen« 

4. Besondere Erwähnung verdient noch der specielle Fall| wo von 
den gegebenen Strahlen in JET zwei zugeordnete, etwa a und c, aufeinander 
senkrecht stehen und also ($• 6. a* a. O.) die Winkd zwisdien den- zwei 
iibrigen (b, c) hälften« Blan erhalt jetzt fSr jede zwei von den obigen acht 
Rangordnungen 9 bei welchen die rechtwinkligen Strahlen a, c beziehlich 
durch eben dieselben Puncto in A gehen, nur einen Ponct als Ort des 
Mittelpuncts von By wenn dieser mit A perspectivisch gelegt wird» Die^ 
ses findet viermal Statt, nfimlich bei den Rangordnungen 

a, €, b, d und m, e, d, b; c, a, b, d und e, a, 4 ^/ 

dy b, e, a und b, d, c> a; d, b, a, e und 6, d, a, e. 
Daher ergeben sidi im Ganzen nur vier solcher Puncto , und man kann 
sagen t es seien in diesem Falle zwei und zwei der ursprünglichen acht 
Puncto, niimlich Bi und B^^ B^ und iff«, Vbi und S3sf ^s und Sl« zup* 
sammengefallen* Beschreibt man wiedw (F>g«2.) die Kreise m, nti; fer^ 
ner aber a t die Bogen ntt , m« der unter sieh gleidien Kreise Mi^ M2^ 
wdqhe beziehlich über der Sehne at die gegebenen Winkel (bd) und 
zr — (bd) als Peripherie -Winkel feisten; und eben so Bber Ibb die Bogen 
fii, fi2 der ^chen Kreise QRi , SK2 von derselben Eigenschaft: so sind 
die Puncto i?t , ßa , worin der Kreis m die Bogen fAi , fia sdineideti und 
die Puncto ßi, ß«» worin der Kreis nti die Bogen nix, m^ trifflt, die vier 
Lagen des Sfittelponctes von B für die pevspeotiYisehe Lage^ 

Nun gehen aus denselben GrSnden, welche in (L) und (3.) be« 
nutzt wurden 9 die Geraden ßi jSz 9 ßs ß4 bej^ehlieh durch die Mitt^uncte 
nii 9 m ; ferner die Geraden ßi ßa 9 ßa ß4 durah den fiu&ern Aehnliehkeifs» 
punct c der Kreise nt, xaiß Die vier Punote ßi, ßa» ß^, ß4 liegen m 
einem Kreise P, welcher die Kpeise m, nti, und zwar in eben diesen 
Puncten, rechtwinklig schneidet. Die gemeinsehaftliahe Sehne der letzten 
beiden Kreise wird von den Geraden ßi ßa 9 ßs ß4 in einem Punete p ge- 
schnitten« welcher der Pol von A in Bezutfi auf den Kreis P ist« Be- 
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kaootlioh toharfdeo aoeh dleKreiie mf nti elnaoder reohtwinUfgy und jem 
der Kreb durch a und Cf b und b schneidet beadilich die Kreise utii m 
unter dnem rechten Winkel. Da nun der Kreb m in ßi von beiden Kranen 
P, SRif und in ßi von den Kreisen P, ^^ sescbnittan wird^ so sbd die 
Geradan mßi » mßa nicht Mols Tangenten an den Kreis P in den genannten 
Puncten^ sondern zugleich beziehlich Tangenten an die Kreise flJlt und ^2% 
d>en so berühren die Geraden tili ßs » nii ß^ in ß, , ß^ sowohl den KreisP^ 
ab audi besielilich die Kreise üfi 1 üfi« Folglich sind ($. 43# a» a» O«) die 
Puncto ßi f ßa 9 ßa » ßi vier harmonbche Puncto im Krebe P, und dieser 
wbd in denselben Puncten beziehlich ?on den Kreisen 9))i| ^t^ Mg^ M^ 
berührt« 

Demnach sind umgekehrt die vier Puncto^ worin iigend ein Kreis P 
die Kreise ntf nii rechtwinklig sohnddet, die vier Orte des Mittelpuncts 
irgend eines bestinunten StrahlbBschels B (ar sdne perspectivische Lage 
mit deir ab fest angesehenen Geraden Ä, und von den Strahlen in B 
stehen awei bannonisob jsugeordnete senkrecht auf einander« 
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9. 

Heber die 44« Aufgabe im Anhange asnm ersten Bande 
des Steinerschen Werkes: ^SystematischeEntwicklang 

der Abhängigkeit etc.^ 

(Ym Bsmi SehaeUibaum, Prinlkbrtr io BtrSn.) 



^ TT enn In der Ebene ein beliebiges n-Eok gegeben ist : ein andres zu 
i^beicKrelbenf welches jenem sogleich €m- und «wigeschrieben ist." 

Der.yer&sser des genannten Werkes hat an der beadcbneten Stelle 
desselben mit der Aufgabe auch «non Wink gegd>eii9 wie sie m behan» 
dein sein wurde« In derTbat Ifilst sfoh auf dem angedeuteten Wege zum 
Theil mit Sberrasohender Einfachheit darthun^ dab die Au^abe zwar nooh 
nicht beim Drei« und Vierecke, wobl aber im Allgemeinen bei Vielecken 
von grSfiierer Seitenzahl unter gewissen Umständen^ und insbesondere beim 
FSnfecke, stets möglich ist. 

In i. 25. des Steinerschen Werkes wird die Aufgabe gelöst:' |,Wenn 
^fin einer Ebene zwei beliebige ii*Ecke gegeben sind, ein drittes zu be* 
n schreiben, welches dem einen umschrieben und dem andern eingeschrie» 
f,ben sd;" und zwar wird dabei folgendes Frincip benutzt. Die Seiten 
des ersten ii«Ecks (oder genauer : die Geradem, welche das n^Sdt bilden; 
vergl. %. 19. a. a. O.) und die Ecken des zweiten werden, jede Gattung 
iSr sich, in einer gewissen beliebigen Ordnung auf einander folgend ge* 
dacht; man betrachtet sodann jede Ecke des n-Ecks als Projectionspunct 
zweier nach der festgesetzten Ordnung zun&chst auf «nander folgender 
Seiten des n-Seits, n&mlich 

die erste Ecke als Projectionspunct der Isten und 2ten Seite, 
- zweite - • - . • • 2ten 3ten 

die nte Ecke als Projectionspunct der fiten Seite und einer (ii-f'l)ten 
Geraden, 
die man als mit der Isten Seite rereinigt ansieht. Nun sind nach $.11.111. 
a. a. O. diese vereinigten Geraden unter einander projectifisch und es giebt 
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abeii M TMe n« Ecke voo der verlangleii Besohaireiibeity als in den ge» 
nannten Creraden entspreohende Pnnetenpaare suiammentreffen. 

Um das nSmUcbe Prindp audi bei der gegenwärtigen Aufgabe an- 
wenden SU kSnneui muls man annehmen^ es seien swei n^Boke auf einen* 
der gefalleui oder allgemeiner t das System von Puneten^ welches ein ii«Eck 
bestimmt 9 sei mit n Durchschnitten der Geraden ^ die ein n*Seit bilden^ 
vereinigt« Die hieraus sk)h ergebende Bedingnngi dals jede Ecke des n-^Ecks 
nur auf solche swei Seiten als Projeetionspunct darf bezogen werden ^ fai 
welchen sie selbst mcht liegt, verringert (in Vergleich mit der im alU 
gemeinen Falle des $• 25. a. a. O« sich darbietenden Mannigiidtigkeit) die 
Ansahl der Combinationen , nach welchen die Ecken und Seiten auf ein* 
ander folgen und bezogen werden dSrfeni und damit audi die Menge der 
mSgliohen Auflösungen; vermöge derselben Bedingung wird das I^eck 
vorweg von der Betrachtung gSnalich ausgeschlossen und es ist beim VierediL 
nur gestattet, jede Ecke auf zwei Seiten, nSmIrah auf die gegeuHberate« 
henden (also im Vierecke ABCD (Fig^ 3») etwa die Ecke A nur auf 
die Seiten BC und CD) als Projectionspunct zu beziehen« 

Im Folgenden soll die Ordnung, in welcher die Seiten eines n^Ecks 
nach einander paarweise den Ecken desselben als Projeotionspuncten zu« 
geordnet sind, mit Zahlen angedeutet und imTeicte selbst soll z. Bti die zweite 
Seite mit (2) bezeichnet werden» Die erste Seite ist demnach in der 
Figur mit 1 und n-}-l, im Texte durch (1) und (n-f^l) anzugeben, Fer* 
ner werden die Ecken nach den Seiten benannt, deren Projectionspuncte 
sie sind, und in Bezug auf die Rangordnung derselben bedeutet (1, 2) die 
erste, • • • » (n^n + O die nte Ecke. 

Sind nun bei irgend einem beliebigen n-Ecke die Seiten und Ecken 
dem zu Grunde liegenden Princip und der ausgesprochenen Bedingung ge* 
mSfs geordnet, so ist zonSohat zu entscheiden, ob die Geraden (1) und 
(n-|-l) S^teich^ oder ungleich ^Uegend sind (nach dem in ^. 16. a, a. O. 
aufgestellten Sprachgebrauche)« Die Art, wie dies bewerkstelligt werden 
kanoi beruht auf $# 25. a. a. O. und iBbt aichp wie man leicht sieht, uo- 
bescbadet der Allgemeinheit an einer bestimmten Figur, wie etwa an dem 
Siebenecke ABCp.G (Fig. 4.) zeigen. Die Bedeutung der Zahlen, die 
den Ecken und Seilen beigescb rieben sindi ist bereits festgesetzt. Man 
ziehe aus der Ecke (1,3) einen Projecttonsstrahl tfn der die zugehörigen 
Seiten (1) und (2) in entsprechenden Puncten üa, tfi trifft. Damit sind 
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zi^leidi die entspreohendeo Stirahlen i^ > 0$^ • • # • o, ms den SbrigCD Rokte 

(2f3), (3,4), .... (7,8) bestimmk Der Pimot Os nSmlioh auf (1?) batimmt 

d6D Strahl Ot ai» (2,3)| wdoher die (3) io a^ adioeideC, xu u w.| und 

durah a? endlich auf (7«) ist der Strahl o^ aui (7, 8) gegeben, weloher der 

(8) in 0% begegnet« Denkt ndan mdi nun den Strahl ai um (1,2) gedreht, 

wobei er in jedem AugenblidLe durch entq^rechende Puncte von (I) und 

(2) geht, so kommen die Puncte ai, Os in die Lage jedes bdiehigen an« 

den Punctenpaares hi und ^, d und Ca, u« s» w#f oder sie rucken auf 

den Geraden (1) und (2) in irgend dner Richtung fort« Aber gleiduseitig 

mit Ol müssen sidi auch alle Sbrigen Strahlen 1I2, a,, •%. 4h um die ent« 

sprechenden Puncte (2,3), (3,4), ... (7,8) drehen, und es findet sonach 

in den sSmmtlidien Seiten der Figur^ mit Einschliib der Geraden (8), ein 

Fortrücken der entspredienden Puncte Statt» Die Richtung, nach welcher 

dies in jeder der Geraden (1), (2)^ •*•« (8) gesdiieht, mag die jMrqfectU 

tische Richtung denelben heilse& Ist ^ in (1) festgesetzt (nach rechts 

oder links), so sind nach dem Yorigen unmittell>ar auch die projectivi- 

schen Richtungen der Sbrigen Geraden gegeben und auf die angegebene 

Weise zu finden« (In Fig. 4# sind sie durch Pfeile, die auf den Seiten lie« 

gen, angedeutet«) Die Geraden (1) und (it-|-l) sind dann offenbar ^/letcA- 

oder uii^McA» liegend, je nachdem sich durch diese Operation fSr diesel* 

ben gleiche oder entgegengesetzte projectivische Richtungen ergeben» 

Es lassen sich aber die genannten Richtungen der n« Ecksseiten im 
Allgemeinen bequemer auffinden und verfolgen, wenn man die Umfangs» 
richtung zu Hülfe nimmt« Man denke sich nämlich den ganzen Umfang 
eines n- Eckes von einem Puncte durchlaufen; was In zwei, aber entge^ 
gengesetzten Richtungen möglich ist, da der bewegliche Ponct, von^ (Fig. 2«) 
ausgehend, entweder aber B, C, D, ..•«, oder iiber G, F, E, .... nach 
A zurückkehren kann* Yon diesen Ridituogen kann nun eine, gleichviel 
wdche, in den Seiten des n-Edis als ümfangsrichlung festgehalten wer- 
den* ( Sie ist in Fig. 4. durch Pfeile neben den Seiten beseichnetji ) Sei 
dieselbe in einem gegebenen n-Eck fixirt, so wird man der Reihe nach 
in je zwei Seilen, welche dnen und denselben Projectionspunct habeoy ans 
der Lage des letzteren sogleich ersehen, wie sich die projectiviscben Rich- 
tungen dieser Seiten aui der Umfangsrichtung veriiaiten mSsseui wobei es 
natSrlich ist, in (1) die beiden Richtungen als gleich anzunehmen. Denn es 
seien m Fig. 5« die Geraden (m) und (m-fl) irgend zwei^ nach der ge- 



wShlteii Otämmg sunSchst auf eioaiider folgeDde Seiteo eibes it^Eoks, uod 
swar sdeo sie naoh beiden Seiteo m's Unbestimnite ?erl8ogert| so dabsie 
aiob irgendwo sdineiden maBsen^ auoli wenn m in der Figur selbst niobt 
sosanunenstoliemi« Die Umfangsriobtung ist durdi Pfeile angedeutet , und 
die Tier Ton den zwei Seiten eingeschlossenen! paarweise gleioben Winkel 
(Winkebraume) sind mit V, Vg und W, Wi bezeiobnet In den Winkeln 
V, Vi ist die Umfangsriobtung in dem einen Scbenkel gegen den Sobeitel 
gewendet und entfernt sieb von diesem im andern Scbenkel; die Scbe»» 
kel sind also in Bezug auf jene Ricbtung als unglüeharüg anzuseben« Da» 
gegen smd sie in den Winkeln W, Wi in gleicber RScksicbt ffMchartig, 
d« h« die Umfangsricbtung gebt in beiden Scbenkeln naob dem Scbeitel 
bin 9 oder von diesem weg. Nimmt man nun die projectiviscbe Ricbtung 
Ton (m) als bereits gefunden an, so bangt diejenige von (m -f- offenbar 
Ton der Lage der den beiden Seiten als Projectionspunct zugebSrigen Ecke 
ab; diese aber muüs in einem der vier oben genannten Winkelraume lie* 
gen« Befindet sie sieb in V oder Vg ^ so werden die projectiviscben Rich^ 
tungen Ton (m) und (m-f-l) sieb gleich verbalten zur Umfangsricbtung^ 
d. h» beide werden dieser gleicb oder entgegengesetzt sein« Liegt dagegen 
die Ecke in W oder Wi 9 so ist , je nacbdem die projectiviscbe Ricbtung 
von (m) gleicb oder entgegengesetzt ist der Umfangsricbtung^ diejenige 
von (m 4" 1) ^^^ letzteren Richtung bezichlich entgegengesetzt oder gleich« 
Gesetzt^ auf diese Weise seien die projectiviscben Richtungen aller 
Geraden (l)^ (2)| •••• (n-f-l) aufgefunden^ so ist klar^ dafs^ wenn (1) 
und (n-f-l) ungleichliegend sein sollen^ die projectiviscben Riebtongen ir« 
gend welcher Seiten^ und aller wenigstens die der Geraden (ii-f-l)i der Um** 
fangsrichtung entgegengesetzt sein^ dals also irgend eine 2iabl von Ecken in 
Winkelräumen W, Wi ihrer zugehörigen Seiteopaare liegen mSssen; zu* 
gleicb aber zeigt Fig. 4*9 dafs wenn auch Letzteres wirklich Statt findet^ 
dennoch die Geraden (1) und (11 -f-1) gleichliegend sein können« Es er« 
giebt sich nun leicht 1 dais für die Lage der genannten Geraden die Zahl 
der in WinkelrSumen W, Wi liegenden Ecken entscheidend ist, und dafs es^ 
nacbdem man die Umfangsricbtung fixirt bat, nicht mehr nöthig ist, die projec- 
tiviscben Richtungen der nach der angenommenen Reihenfolge zwischen (1) 
und (n-j-l) liegenden Geraden wirklieb zu bestimmen, sondern dais es bin« 
reicht, die Lage der sfimmtUchen Ecken zu den ihnen zugeordneten Seiten« 
paaren zu beobachten« Es ergiebt sich nämlich aus dem Obigen Folgendies« 
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1) Ist em ii««Edc to betobaiTen^ dafs Mine tSmiiiiliebeii Ecken In 
Besag auf die Sätenpaare» deren Projeotiompuncte sie sind^ ia solehen 
IVinkeMumen liegen, die in Fig. 5. mit V, F| bezelohnet worden sind, so 
sind offenbar die projeotiTisoben Riobtungen der Geraden (1), (2)| •••• 
(n-fl) sSmmtlicb der UmfangsriofatuDg gleicb| und folgllob die Geraden (1) 
nnd (n+1) jfleicMUyend. Dieses findet nun namentUeh hei allen ean^- 
vexen Vielecken Statt, in welcher Ordnung auch die Seiten und Ecken 
auf einander fblffen und bezogen werden mögen. (YergU Fig. 6«, wo die 
Pfeile in den Seiten beiderlei Riobtiing angeben , wnbrend sie in Fig. 7. o. 
und ß^, und in Fig.8» nur die projeotiyisohen Biebtungen bezeicbnen«) 

2) Liegt in einem n-Ecke fBr irgend eine Ordnung und Bexie- 
bong der Seiten und Ed&en nur ^ne Ecke in einem Winkelraume W oder 
Wi der sugehSrigen Seiten | so sind die Geraden (1) und (i» + l) tm« 
ffleichüegend. Denn es sei diese Efke etwa (4, 5), so sind die profeetiTi« 
acben Riobtungeui einerseits der Seiten (1), .••• (4), anderseits der Sei» 
ten (5), •••• (n-j-t) derUmrangsriobtuog liezieblich gleiob und entgegen« 
gesetzt* VergK das Fünfeck mit einem einspringenden Winkel in Fig» 7. «*, 
wo nur die Eoke (3,4) im Winkelraume FT der Seiten (3) und (4) liegt/ 
wSbrend die vorbergebenden und folgenden Ecken in WinkelrSumen V, Vg 
ibrer zugebörigen Seitenpaare sieb befinden» also die projecti^iscben Rieb« 
tungen von (1), (2), (3) gleiob ^ dagegen diejenigen yon (4), (5), (6) der 
Umfangsrichtung enigegengesetst sind» 

3) Liegen nur artre< Ecken eines n*Ecks in Winkelrilumen W, 
Wi der sugebürigen Seiten , so sind die Geraden (1) und (n+l) fffcich^ 
hegend. Denn es seien diese Eckeo etwa (4, 5) und (7,8), so sind die pro« 
jectiviscbeo Riebtungen von (1), «»•• (4) und von (8), .... (n+l) gleieb, 
und nur diejenigen von (5) , (6) , (7) entgegengesetzt der Unifangsriobtung* 
Tergl. das FBnreek in Fig. 8. , ebenfalls mit einem einspringenden Winketl, 
wo (If 3) und (3,4) die genannten Ecken sind. 

4) Man darf nun offenbar allgemein bebaupten; In irgend einem 
VL^Ecke sind fUr eine gewählte Ordnung der Seifen und Ecken die Ge^ 
raden (1) und (^^{-1) gläeh'- oder ungleichliegend, ß nachdem heziehlich 
MU gerade oder ungerade Anzaltl von Ecken desselben in Winkelräu^ 
men W, Wi der zugehörigen Seitenpaare liegen, Vergl» Fig. 4. , wo die 
Ecken (1)2)» (5,6), (G^T), (7,8) die genannte Lage haben und (1) und 
(n-f*l) gleicbliegcnd sind» 
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Dm FSnfeck in Flg# 7« eu giebt Gelegenheit m bemerkeiii wie niclit 
blols die Gestalt des n-Ecksy sondern auch die Rdhenfolge und Zoofd» 
nung der Seiten und Eeken auf die Lage der Geraden (1) und (n-|-l) 
Elnflufs hat. Denn ordnet man die Seiten und Ecken desselben FSnfeoka 
BOp vrie es in Fig. 7. ß. geschehen Ist^ so liegen die Ecken (2p 3) und (3^ 4) 
in WinkeirSunien W, Wi der sogehSrigen Seiten | und die Geraden (1) 
und (6) sind gleichliegend. Man wird sich übrigens leicht fiberseugeui dafs 
iiei jedem einspringenden Winkel eines n - Ecks, und so oft swei unverlfio» 
gerte Seiten desselben sich schneiden^ eine oder mehrere seiner Ed&en 
die genannte Lage haben« 

Sind nunmelnr auf die angegebene Weise bei hrgend dnem gegd^» 
nen n-Edie and fnr eine {bestimmte Ordnung seiner Seiten und Ecken 
die Geraden (1) und (n-f 1) als gldchUegend nachgewiesen ^ so ist damit 
ul^er die Möglichkeit ^ der Aufgabe au genügen ^ noch nichts entschiedeuj 
da in diesem Falle nach %. 16« a« a. O* unter gewissen Bedmgungen zwei 
entsprechende Punctenpaare, oder nur eines ^ oder auch gar keines in je* 
nen Geraden vereioigt sein können. Es mub daher^ so lange nfihereBe^ 
Stimmungen fehlen | das Weitere nach Anleitung des §• 17« a« %.0. dem 
YersMche anheimgestellt bleiben« Sind dagegen die Geraden (1) und (il-|*l) 
ImjfUicMieffendß also jedenfalls zwei entsprechende Punctenpaare in den- 
selben vereinigt ($« 16. a« a. O,)^ so gieit es zwei n^-Ecke, welche d4r 
Aufgäbe genügen 

Aus dem Bisherigen erhellt also wenigstens so viel^ dafs unter ge» 
imssen, leicht erkennbaren Umständen [die vorliegende Aufgabe in der Thai 
möglich ist, und zwar iei Vielecken, deren Seitenzahl gröfser ist als vier. 
Bals sie beim Vierecke noch uomOglich ist, hat Herr Prof. Möhius im 
3« Bd. p« 276 dieses Journab dargethao; eben dasselbe folgt unmittelbar 
aus der Lage und Beschaffenheit der projeotivischen Geraden (1) und (5)« 

Wendet man vorerst die obige Betrachtungsweise auf das Tiereck 
an^ so findet sich, dals für ]tAe Gestalt desselben die Geraden (1) und (5) 
gleichliegend sind* Die zu ihrer projectivischen Bestimmtheit nothigen 
drei Paare entsprechender Puncto Imnn man bequem auf folgende Art her- 
stellen« Im convexen Tierecke F^. 9» ist (4) ein Projectionsstrahl aus 
(ly2)| der die Geraden (1) und (2) h den entsprechenden Puncten an a« 
trifft; (4) ist aber zugleich ein Projeotionsstrahl aus (2^3), und daher ist 
(It 2)| als Funet in (3), a, ; ferner ist die Diagonale aus (1, 2) nach (3^ 4) 
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eio ProjeotioiiMtrahl von (3^ 4), und (1» 2) heifst somlt^ ab Ponct auf (4), 
zagleioh 04; die (3) eodUobi ab Projeolioimtrahl aus (4^5)» sdioeidet die 
(5) in a$. Ganz auf dieselbe Webe kann man aeigen | dab^ wenn (3,4) 
In Beaug auf (1) (1 lieilst^ sodann (2| 3) der entsprechende Punot (5 in 
(5) bfy und dab» wenn man Ci auf a« liegend annimmt^ der entsprechende 
Punct Cft mit Ibi vereinigt bt« Die Aufeinanderfolge der Puncto Ogf d» €g 
und 05 9 ^i$ ^A hestStigt das obige Resultat in Betreff der Lage von (1) 
und (5). Es entspricht sonach der Strecke Oi f>i in (1) die Strecke in (5) 
von Oft rechtshio bis aum unendlich entfernten Puncto dieser Geraden^ und 
von da surSck bb nach b«; der Strecke bgCi in(l) entspricht in (5) 65 c»; 
alle übrigen Puncto in (1), von Ci rechtshin bb su ihrem unendlich ent-«* 
femten Puncto und von da auruck bis 0%^ haben ihre entsprechenden 
in (5) auf der Strecke Cta«* Also können keine entsprechenden Puncten« 
paare von (1) und (5) zusammentreffen , und es giebt kein Tieredi, wel* 
ches der Aulgabe Genüge Imtete« Wortlich dasselbe TerCsbren giebt in 
jedem beliebig gestalteten Tierecke die drei entsprechenden Punctenpaare 
auf (1) und (5) in derselben gegenseitigen Lage und Folge, und der wei* 
tere Bewds bleibt| bb auf Tertauschung der Bucbstabeui der gleiche« Da- 
her bat man den Satz: Knnem Vierecke kann mn aniree Vureek zu^ 
gUkh 1^- und wiffesckrieben werden. 

Eine besondere Eigenschaft besitzt das FSnfecki wenn s^m Seiten 
und Ecken so geordnet und auf einander bezogen werden^ wie es In 
Fig# 7. ßt bereits geschehen bt; wobei nSmlich in Bezug auf die Rang« 
Ordnung der Ecken, ab Projectioospuncte der Seiteui je zwei aufeinander» 
folgende in einer Dbgonale des FHofecka liegent Es sei Fig« 10» ob Fünf« 
edk von beliebiger Gestalt; die Ordnung und Beziehung der Seiten nnd 
Ecken bt die angegebene« Um die drei entspredienden Punctenpaare in 
(1) und (6) zu finden, kann man tthnliob| wie vorhin l>eim Tierecke ver« 
&ibren« Die Seite (5)^ ab Projectionsstrahl aus (1,3), treffe die Seite (1) 
fn Ci 9 so bt abdann (3, 4) der entsprechende Punct ag in (2)« Die Dia« 
gonale aus (2, 3) nach (3, 4) bt rin Projectionsstrahl aus (2, 3) und trifft 
die (3) in Oj; da aber dieselbe Obgonale auch ein Projectiansstrahl aua 
(3, 4) ist, so heilst (2, 3), ab Punct auf (4), a«» Femer ist (1) ein Projec^ 
tionsstrahl aus (4, 5) und schneidet die (3) in a^ ; endlich die Gerade aus 
Os nach (5| 6) bt ein Projectionsstrahl aus dieser Ecke and beg^net der 
(6) in 0^9 welcher Punct mit Qi auf(l) vereinigt bt* Eben so findet man. 
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dab der Punct (4^ 5) Eogldcb 6| und % f faroGr (2^ 3) ziiglmh Ci ilild Cs 
ist. Sonach ^inä ßtr diese Ordnung und BezU^un^ der 8dim und 
Ecken in Jedem beROigen Fünfecke ^die Geraden (1) und (6) gleiciSe^ 
gend, prqfeetMsch gleich und ndi ii?(sfi entspredienden Punctenpaatetf 
mifiinander gefäXknp DamU iet zuglmbh ausgeeproehen, dafe es in die^ 
sem Falle unMdRch vide Lösungen der Aufgäbe gieht, indem man jeden 
beliMgen Punct in (1) aXs erste Ecke rinee Fftaifeckes annelimen darf, 
dessen Seiten und Ecken in der ang^meetnen Ordnumg bezieMich durch 
die Ecken des gegebenen Fbnfedse gehen und in den Smten desselben 
liegen. VorgK Fig. 0.» wo ai(<^) eio beliebiger Punot in der Sdte(l) des 
nberscblagenen Fgpfeokef ^ das durcb atBrkere Zeiobnung keimtliob gemacht 
ist. Min soll; Seiten und Ecken mnä wie in Big* 8. geordnet« Das Bmkt^ 
eck (t| 02 0} a^ 0$ (Oe) ist jenein xngleicb ^ • und umgeschrieben» 
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10. 

Theorie der Modular-Fiinetionen nnd der Modiilar- 

Integrale. 

(Yoii Herro Dr. Gudermann M Mfioiler.) 
(Fortieunng der Abiuuidliijig No. 1. imlstea H«fte dictM Bud«.) 



Dritter Absohnitt» 

f. 32. 

Die ModBlar«F«aeliaa«a tm -^ md — "^ - » 

vVaui Bian in den Formeln des f. 14* | ireldie wir luer wiederholen: 

^' ^ K ,1 V j, K -^ 

diß hniden oonjiigirten Modul, und also moh die ihnen zugehGrigon Modu* 
lar» Quadranten init einondor vertauscht, so erhält man 

cn' y = V jq;^ , dn'-j- = /Ar, 
und hieraus lassen sich die Werthe der Functionon des Arguments -n- 
leioht herleiten. Es ist zunächst sn^ssttn^Y, on^^^ jFTt 



to -5- = t m' -^ und dn ^ =a — j^ ; werden hierio die vorhin angege- 

2 



benen Werthe substituirt, so erhh'lt man die folgenden Bestimmnngeu : 

{ lÄ' .,/t iK i/t+* 

Die Funotionen des Argumentes — ^ — werden am bequemsten be« 
reofa»iet nach den Formeln (1*) — (5.) des §»2&9 indem man a:=^-^ und 



4=5-5^ setzt* 



DriittrAbiehnitt $.32. |43i 

r="do«a8ii'*6 "^ •^\2(l — ÄO'l+ikV ~ *^ 2/fc • 

m'bcn'b caaina «= _^.^,_--, 
abo 

Ba'beü'bcBa Jag __ |/ / t.y* l-ft \ , /t— fc 

folglich ist 

Erhebt man diese Ausdrücke zum Quadrate^ so erhält man: 

w? • I. /x l/ ^'^' -.1 -V coaco'6 ,/jL' 

Es »t cna.on'* « K^T^ntKl+Io' "^"^ l -da» aaa^»!> = Fä*' 
ferner ist inadoasD'Ädn'* ss y^j-j-^.^_j, also ^..j,,^,^,,» - == 
y ^ , daher ist 

Da (l±t)'= 1 + 21—1 s ±2t, also 1±2 =:»/(i:2t) ist« so köoneu die 
beiden vorigen Formeln auch also geschrieben werden: 

«.(|±if)=i/(Tf). 

tu lg- ~ -2-; = K TP — ' ^ T— • 

19* 



H§ 10. ü ud ermann j^ T/iicorft der Mod.'-Funti. und der Mod.^lnUgr. §. 32. ik 

Erbebt man diese Ausdraeke som Quedrate^ so erbSIt man : 
FSr die oykliscben Difierenten erhSIt man die Formehi 

und erhebt man sie zum Quadrate, ao erbSIt man 

*'{|±f) = *'»'(iT|i). 

l^dlidi findet man: 

Setzt man in den Formeln (6.) des §. 28. fatst « es •— , «o erhfilt man 

dn(|±fjr')=:q:iVÄ', 

SV 

Setzt man endlidi in den Formeln (2.) des %. 27« «83^1 ao entstehen 

cn(JCTf) = ±.l/ii^, d«(iCTf)«|r(t-ifc). 

$. 32.0. 

Yoa der Ycfd^pehng ud HaHuniRg dct AigaoMt« d«r iijkitseh» IMviar-Fsnciioneo. 

Setzt man in den Formeln fBr die eyklischen Fonolionen eiaes Bi« 
noms a-f ^ j^tzt (ssa^ so hat man 
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1. 



nn2a 



m2a s 



tu2a = 



do2a =s 



Sfwa eng dag 
• 1 — l:«8u^g 

cn*g — SD^fl do*g 
1 — A;*80«g 

1 — to^adu^g ' 

dii^g — fc ^ M*gCii*n 
^ 1— *;~8r»g 



2sngcBgdng 
ea*g-f-8o*gda*g • 

i~2Bn>g4-fc*sn^g 
1— i:*8o*g 



1— -2t«8D«g+t»so^g 

1— ik«8ll«tt 



Aanbaoke 



2. 



i 



l-)-8n2a SS 
1— sn2a s3 

l<4*<»i2a es 



1— ai2a 



l-{-dn2ass 
1 — (In2aa5 

da2a+ on2a as 



dn2a— oa2a 



l-fXrsn2a 
l->^so2a 

dn2a— ^'sn2a 
do2a4*^8n2a 

dn2€i+A^ 
dn2a«-A' 



ca* a -f- M* a ilo* a ** 
(eng— »na Jpg)* 
ca* g -)*•»* a da* a ' 

2cB* g 

1--Jb>8a«a » 

2ra*gd«*a 



1— »»»«o' 

gjn«g 
1— i:*M*a » 



2ifc*M*g«ii*a 
l->i:*Mi«a * 

2ca*gd«*o 

1— ft*M«g • * 

21fc"«n«g 
1— Jt*8u«a» 

(d»g4-*w»<»fg)» 
dn'g-J-Jfc* »B* gen» g * 

(Jn a— kma na )* 
in* g -f-Ji:* s»^ g cn* g ' 

(d«g-^-(l— tO«Bgqig)(J«g — (l-f-tOMgcPffl) 

l^|;t8o«g » 

(düg—Ct— lfc08ngCBg)(dng-|-(l-4*tf)«Bgc»g) 



(l+y)(i--(l— tpwi'a)« 
1 — &»M«g * 

(1— lfc^)(l— (t-fifcO*B«a)« 
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Oiler 

Man köonto die Reiho dieser Formeln leiobt noch Termebren; die vorate- 
hi?odeo fiiod aber dio wichtigereD, und aus ihnea leiten wir her: 

,/l — cn2a ./l+cn^a 

"« « Vr+Ä^ » ~«^ = l^i + diTa» 

^ 7 ./dD2a+cn2« «^^ «««^ |Mn2a— €n2a 

' ia2a-{-ßa2a' ' <iu2a — Cii2a' 

, _ ,/dn2rt+co2« j„«^ |/»lu2a — co2a 

rl4*ca2a' '1 — cn2o 

Die vier obenteu Formeln lassen sich auch also darstellen: 

— . V{i-{-'»2o)—y{i—en2a) 
*"* — 7Tl+&8o2a)+V(l— ft8B2a)» 
— V(t + «n2«)+V(l — 8o2 o) 

, — V^(t-i-fta"2q)— y(t — Am i2q) 

« Sna — . y-^i^8u2aj+V^{l^802a) * 

Fernere Belaliooeii unter des cjklischen Fiinruoueo der Blnomo a-f*^ no^ a-^6 

UDd deoefl der Tlieile o vnd 6, 

Dem J. 19. gemMiU. S„(«+») = -^^±^^, r«t«mM 
luan bieria den Modul k tüit k^^ bq verwandelt sioh Sn(a+6) in in^a-^b) 
x=s 8n(a4-^); ferner verwandelt aioh der Zähler in ^^ ^ /* - + — — ^ oder 

, Sfia rn« do6-f»so6 cn6 doa «««r iia-i.» 

m * — 7 f und* der neoocr venvandeit sich m 

CO ü Ctt o ' 



D r i ii er A h 9 e h n if t. §. 33. Hy 

31 -^ — r — s: daber haben wir den neuen Aindraok : 

. • •^ saa cnadn&4-8ofrco&dna 

m f tf •(• Ol SS ■ -1 ' , ~ ,m ^ 

^MMyjim'j- / €naco6-f-8ua8ii*d«ado* ' 



i* • 



ipttn dm ZSbler und Nenner durch dnadnb, so erhalt man 

• • • 

* . «V tnasoca — Hnbsneb 

8n(ll — 9) SS 7 r-» 

^ ^ siicasiiefr— -taasai 

Setzt man in diesen Formeln a+iÜC^ far a, so verwandelt ddh der SSähler 
sndrsnca+8n&8no6 in —^ — . > , , ^ und der Nenner 

__ I » , _r • * (8na8oc5 + 8oca soft) • 

snoasneo-f'sn'a sno m -^ — rr-— ^- ^t 

ferner 8n(a4-&) in r — t — ttti daher haben wir noch 

/ j r\ 8oa 80cft4-saca siift 

8n(ai-() s=s 7-r-r5 ^^^ 1 — r> 

. «v 8oa8ocft-— soctisofr 

8n(a — 6) SS I — — j; £• 

^ ^ 1— •jK^siiaeocasuftsocd 

Schafft man in ^sen Ausdrücken die Funotionen des Complemeates weg^ 
80 erhalt man 

/ , «x snadnocoft-l-snfr dn&rna 

SO (U *4* 0) S3 ' ■ ■ ■■ 

^ ' ^ duadu6-)-/l:*8aa9fifr caaca6 ' 

/. 7v sna daacnft-— soft dnb cna 

^ ^ diiaduft— ik* Sttasaftcoacoft 

Dieselben FormHn erhiilt man^ wenn nian in den Formeln (L) setzt ka 
(ut a^ kb iik b uod ^ ^^^^^ des Moduls ^^ und die Satse des §• 30« au- 
wendet; dieselben Formel kommen aber auch schon im $• 13« vor« 
Aus den Formeln (2.) folgt; 

^ I , , •v (sDC ft "f- 80 o) (snc g - ^- sn &) (cn ft 4*sn o dn ft) f ni g 4- >sn b du g ) 

T k T /-^ 8iica8iicft-{-8aasu6 "^ coa cuft-f"^''^ ^^^^'''^ <^Q^ * 
-I ^ »^ (spc 64*^° ^) (9»P<» — SP ^) (cnft4"S0tt dnft)(coq— »soft dnq) 

IV ^ CM«* y« affin A •«» eit /i sn A fn n i>n A ... an #« fin A flti n An A 



3. 



soccisocft — soa soft coacoft — soa soft doadoft \ 

1 ( J_A^ — (^"^ ft — 80 q) (soc g — so ft) . (coft — 80ädoft)(coq — softdoq) 

^ • ^*"* siica soeft-j'SnqsDft *^, €iiaroft-{~8ua saft doqdnft * 

I /^ Ä^—- (s"<^ ft -— 8 q) (soc q 4* sn ft) ^ (coft— soa doft)(roq<-f- soft dn«) 

^ "^^^ socq sooft *-6uq soft *^ caacoft—- saasaftdoaüuft 
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Setzt man in dieun Formeln kß for a, hi for b und ^ *^MI ^ Ho« 
duls k, 80 Terwanddn de tbh dem if 30. gen^ in 

1 +*«n(Ä + ») « <,T4,fe.ft'.;a.,I«,a>«ft > 

4 h f J_Ä^ (J«t---l:wiai'at)(4<ig— l-w&wa) 
l~4;8O(a-t-0; » daadafr4-fc«M^w&da«da» ' 

^ , ^ *\ -« (Jb* — t •■ o CII&) (faq'f' fc M > f «) 
l~«SllQa — O; 4aadB6 — t*Ma«ifrii>a4aft ' 

Setzt man in der swefteo ood vierteo von den Fonneln (3.) IT— c ftir 
a, so rerwandeb ^ dcb in 

H-»ne(a+*) t« ("'>-KMeaO(»«-~s,t) 

1— •sncru+^j tsö *" """ ' r ^ — ^ ; 1 

^ • ' SAa sacfr— Mcatno . ' 

nud setif man nnn k'a far a, kfh twt h und p- atatt dea Modula Ir^ so 
erhSlt man nach $• 31. auf der Stelle 

* > » / cocacii6 — cparocfr ' 

^ f ^ cttca€o6-^coaciii;6 

Es H aber CDcg~oneftas *'^"°j;^7j"'") und der Nenner 

cnoaon^ — onacnodapl-i.. ^^ ^^^ ^, daher bat man 



** Maco6 4a6—> so&c» a daa ' 

1 I ft„/^^Ä\ _, (ait+cpg)(s«aJB6+»nfedflfl) 
ti / M«co6ao6-|-9ofrcoadaa ' 

Der Ausdruck von cn(a±&)9 woraus die vorstehenden Formeb hergelei^ 
tet werden kennen i ist 



coc a c»6 «j» ra a coe6 * 



Dritter ^btehnitt. §.33. |49 

Nadi $• 30# Tarwaodefn tith diese Formeln in 

Die Formeln (2.)9 (6.)» (7.) und die Formeln fSr tü(a + h) In f« Ih sind 
die einfachsten, nach welchen man aus AusdrScken far die Nodular « Func* 
Honen zweier reellen Argumente a und b die Ausdrucke für die Nodular« 
Functionen von ii-(-6 und a-^b zusammensetzen kannt 
Aus den Formeln (7.) leiten wir her: 

g J düblna'^ 6naiob ' 

l-dnCa+Ä) = (J»^-tlna)(lna + toft) 
uu^cf-rv; doÄtiia— doat«6 • 

1 — dnfa — b) «ss i-^— ^— = — rr— '• 

Aus den Formeln (3.) (olglt durch Division 

» 1 — Aa(a-f-6) « tocfr-^flioa' l^suca — su6 ' 

und wenn man auf beiden Seiten die natäriicben Logarithmen nimmt, so 

Diese Formel ist einerlei mit den Formeln (L) des §• 23. Aus den For- 
meln (3*) leiten wir aber auch noch her 

|/l-j-8n^j4-i) _^ |/ giCg-}>iBft i/ enco 8pp> — s o a wift 
' 14*sa(a — 6) "^ 'ftOGo— -8o6 1^ soca sürA-f- 8"«8n6 * 

und also 9 wenn man wieder auf beiden Seiten die natürlichen Logarith« 
men nimmt, entweder 

Setzt man hierin — a für a und — i^ fir ^^ so erhUlt man 
Aot den Pomelo (S.) eilifill man 

l/Ül*(?i*l |/ coft«f 'Ctia |/ »no dnft — »aft dao • 

'l«*-r«(a+6) rca6 — caa ^ nüoiüF'^ sab dna 

CmWi Jonml d. M. Bd. XYIIT, Hft. 2. 20 



15d 10» GudfrmQnm; TUforif Ar Jf^L-ffbrnr« W9d der lUoä.^Imi^n §. 33. 

*^ !-{• CO (a-f &) ""^ * •aadii6— Sft&daa *^Maai64«6-)***^ caada«' 
1^1— CD(a-'ft) I^Madoft — Mfrdaa ^ Btkmmbim^ — faftcoadaa* 

nimmt man wieder auf beiden Seiten die natSrIidien Logarithmeoi so er* 
bÜU man 

Aus den Formeln (8.) folgt zunSdist: 

|/ l+da(iffft) WdaR+dag |/ Uia~la> 

|/ l-4-da(fl— t) ^_^ |/t B g + ta t t /da&taa — daata> 
V^l-j-da(a4-6) *^ l^taa— tai >^da6 taa-^-daaiafr' 

|/ t— da(a-ffe) ^_ | /laar + t B» |/ da»taa4-Jna taft 
i^i — da(a^6) *^toa — tüb ' dafr taa— daala6 ' 

und also^ wenn man auf beiden Seiten die nat&rüoheo Logaritbmen nlnunti 

Aus den gewöholichen Formeln for 9n(a±,b)f Cü(a±b)^ dn(a±l) 
batten wir die so eben bergeleifeten AusdrSeke lange niobt so bequem 
herleiten können. Die KenotDifs dieser AusdriidLe ist vorsSglich dann 
nStbig^ wenn a reell und b imaginBr ist. Setasen wir i. B. in der letiteii 
Formel bi for b, so haben wir auf der Stelle in einer reellen Form 

Setzt man io den Formela (0.) and (10.) ka im o, kb tut b und «r statt 
des Moduls k, so werden ue 

Hl /[tk'Jl[l±b) ~ ^KiAn^iknanob) ± ^t(ui%(jkmb mna), 

log y ^}i{!t|]|{°J S ~ ^rctatid(ifcsn»sno«)--aictitig(ill'soa8a6sneasno6), 

log t^J Et^l^} » 9(r(!^(iiig(Asn ft snoa) + 9(rcSattg(A^8a asn ^sno asno b). 
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dieten Fonnelii erUtt nn nadi f. 31. auf der Stellei 

ik 



1 . /*+F*"(*±*> 



ik 



•roteng [p- ooe^fla ^) ± ara teng (^ «wl <»«)» 




l+p-Me («•!-&) 



M« ^ ' r f4.i*«c(«-ft) 

a woteDg (p- onei CO a) --- IKrc tong (^ «M« onoS on« OD &) , 



/ 



V 



Yertaoscbt man in den Gleiohcingen (9.) und (10.) die beiden conjogirten 
Modnl| und setst man ferner aißv und ^1 für ^^ ao erhSIt man: 

-r log r jxfiS7^~M ~ •" '^"^g O*^ * dn a) — i 9(rc Jang (f n a tn ft dn a dn b)^ 

* lllog^l^^l^^ «saratangCtn» dnn) +i9(rc$and(tna M doa dnft). 

§. 34. 

Ana den Formeln (h) dea $• 11 erhSlt man durah Addition und Suh- 

Selat man hierin 9+iKf f& a, so erhalt man auf der Stelle nach i. (28.) 

i , 1 2—qcw^Jat 

i 1 2wiftcaadDa 

•o(a — J) **" so (a-f-i) 8«*a— 8o*6 * 

iie Formdnc 

20» 



und 

Cü(a-f»)^ci(a— fr) ~ ci»aco«6— ik'*8««a8i!!^» 

t 1 29naBnbinai üh 

(a+J)*^c»(a— 6) CO* a cu* 6— A/* tu* a §•* 6* 

F3r £e DifibnoUn «liStt mui die Formebii 
aod nodi naoh $• 31« 

1 . 1 2 da a dn & 



jl .d«(a+6) ^*«(a — ft) do*a — A:* m*& cu* a * 

1 t ^_^ 2il:*8«acBaenft ca& 

da(o-|-() do(a— *) "" dt«a — **m«6"cÖ*7* 

Die Fonaeb fSr die TaogeoteD sind 

^ 7 «o*acn*6—l/* Silvas»* 6' 

tn(Ä+J)-to(4i-.*) = Va'^^^^V .1. 

und 

1 I t ^ SsiiaCTfldBft 

. to(a — fr)*^ta(a-f fr) "^ w^a— 8«*ft • 

^ 1 1 innbcüh do a 

lfl(a— *)""!• (a+ft) ** tii»a— ••**• 

Aus den Formeln für sina, eosa^ sbß nnd oosß im ^ 12« leitet 
man her die Formeln fSr sin2ay 8in2ß^ 0082a and eos2ß; da 8in2as 
3ibacoaiK und oo8 2ass eos^a—^ein^a isti so findet man aof der Stelle: 

«n[am(a+J)+ini(«-»)] . jl^J^l^, 



1. 



oo.[am(a+g)+«m(a~»] « rlVT«?.?«? * 

oot[in(4i+»)-ain(a-*)l « 7lV"«."V; , 
ond bierans gehen dnrdi Addition ond Siditraclion benrcr die folgenden: 
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ioo(a4-t}tD(a-»£) 
2. Jcn(a+9)9o(fl^h) 



nn(a+b)fuk(ß — t) 



1— ifc* 8n*a so** 



co*a-«C8e^5 



ik* 



-* 



*+3pr «*«•»«•» 



Die beiden tetasten Gletobiuigeii erhSIt man aoeh, wenn man die Glel 
gen (3.) durch (4.) ferner (L) durch (2.) im §.34» dividirt« 

Am diesen Formehi leitet man nach f # 27.9 §. 30» und $« 31« 
die folgenden herl 

■ii(a+J)do(d-l)« —j-^^—^ , 

••adBocQ6«^8ii5 doftna 



ii » iP' 



i^k*90*a§n*b 



an(a— 6)dn(a4-^) ^ 
dn(a+»)dn(a-«)= t,t*i»>a-»* 



da*a-fF»to»fr 



3. 



cn(a— S)dn(a4-^)~ 
cn(a+&}da(a— }) &a 
tn(a-)-&)tn(a--}}s 

CB(a— 6) 



"" 1-f da»aUi«6 ♦ 
fngCBftdiiada6-4*y^ Mg>»& 
1 — il:*ao*aM*fr • 

1 — ii:*8a*a8o*fr ♦ 

aiSaca*6--ii/* Ba*a8o*fr i^if^ta^at^^b^ 

maeBainb'^'tnbmbitim 
CB* a CO* * — ik'* 80*080*6 ^ 

OB fl CB o da* — 8B t ca t d a« 
ca* a ca* 6 — &'* aa* a so* fr 



f« 36# 

Ans den rorlun gefundenen Formehi tdilea irit noch her die f<4» 
gendeni 

^ t > • B\ / t.x to*J+ao^adB*i 
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3. 



5. 



6. 



l + yin(a+>)«P(fl-*)" t£i«M«aM«* » 

u * • »N /- E\ i««a4-it* «o*iei«« 
1-*'m(«+»)«|(-1-») = • iJ\.i,,.„ Tr' 

^ / t INA / i\ W** — §n*&dii*« 

l-to(a+Ä)tn(a-*) = ^.,_,..ta,,^ » 

*«-A?on(a+»)cii(a-*) « i.^,. .^ » 



Addirt man sa ätn GMohnngmi (1.) die Gleichungen für sn(4+^)i; >n(«— i^) 
und subtrahirt man aiioh, ao erfafilt man; 

(i±»(«+»)){i±"(«-»)) «. ^?^Srj5?j. 

Id Sholicber Weiie oder atoh §• 30« mb den vorigeD erbUt naoi 
(l±*.n(a+»))(l±*«.(a->» « öiiii^^', 

\l±Ar.«(a+*))(lT*.n(«-*)) = <J^l±i5±2^. 
FSr die Corinua findet mani 

(l±«(a+»))(l±«.«.-J)) =. tL",ttZZ^ ' 

•• ^i±„«,_»))(iT«.(.+»))-<iHrF±|ii;*j)l. 

For die Differenten erbSlt man biereos naob $• 30. aof der Steife : 



Dritte rjib§9kmiiU §.37» Uf5 

^^ ^(•±*(«+»))(«±a.(— D)-r?Jf5!^i 

Ferner ist for die Comoos: 

(k'±ikcn(a+hMk'±ikca(a^h)) « ^±^*S!^, 

(*'±l*cn(a-»))(*'qF.*«»(-+J)) = <'" V~i?;.*,'^;i«7*^' » 
und for die Tangenten findet mA: 

^^ ^(l±.f (a+^))(l±itn(a~») ^ ^./nrfi^y]*^., , 

$. 37. 

Einige von den in $. 35. entwickelten Planeten lanen rieb aooh 
einfusber darstellen, wenn man die Blodniar-Funotiooen der Argamente 2 a 
und 2b einfahrt; es bat hiermit «ne fihnlicfae Bewandtnifiiy wie mit dea 
analogen Formeln der cykliscben Functionen. Sa bt s. B* 

gin(a+t)»m(a~l)«ain*a— 8in'8=co»*>~coe*4iea '*^*r' . ^^° > 
Nach f. 32. a. ist m(4i±b) « |/l^£^t|^> , daher ist amiohst 

weil aber nach §• 30» ist 

(l-cn(2a+2J))(l-.en(2«-2*)) = i!r^Z2a!^^2h "* 

(I+dn(2a+2*))(l+dn(2«-.25)) = j^!^^-.^, 
80 erhält man duroh die Substitution dieser Werthe 

« + »).»o(«-*) = ± d,2a + d.2ft ' 

Das Torariohea ifilst rieb leidift bestioMnen; da nfimüdi fnr ftssO aus 

der Formel folgt en^ass :t ^^^^ , ^ ^ nnd ^eser AnsdrudL positiv sein 

mufii) so ist das untere Toraeichen au nehmen^ and also ohne alle Zwei« 
deutigkeit 

1. M(fl+»)-M(«-*)«£§J:^£§^* 
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Naoh $• 30» Terwaodelt sich diese Formel^ wenn ka Vk a, kh fSat h und 
-r- 8(att des Moduls Ar gesetzt wirdi in 

Setzt man in der Formel (L) k'a für a, kb fSt b und ^ statt des Mo- 
duls k, so verwandelt sie sioh in iSüc{ä^b).cno(a — 6) = 



Sfi€2&— •8ac2a 



+ 



and dieser Ausdruck reducirt sioh zunfiolist auf 

i. cno(fl + *).cno(a-*) = ds2ft+d»2a ^ 

Substitttirt man bierin K^a fnr n^ also 2JfiC— 2ii für 2i7^ so verwandelt 
sieb nacb {• 15« cn2a in — cn2a und dn2ii bleibt ungeündert, femer 
verwandelt sioh eno (a^^b) in €n(a-{-i) und €no(a4-^) in cn(a — b\ 
daber baben wir die Formel 

4. «n(a+J).cn(fl-») = T.2bT^Z 

Aus (1.) und (4.) erbnit man durch Subtraction und Addition 

«)s(am(a+5)+«mCa-J)) = d.26+*' 2^ ^* 

/ _/- t *\ /-- *^\ «i26(l+dB2a) — «20(1— do2*) 

oos(am(Ä+ J)-«in(«~*)) *= ' duS6+da2 « '* 

Hieraus Idtet man her 

Aus (!•) und (4«) erb&lt man durch Division 

8. tn(a+g)atn(a-g) = o^To^I'^cV^ ol > 

^^ ■ ^ ^ ^ €a26do2a -|-^2a4n2fr 

Setzt man in der Formel (L) £r-a für ü^ so verwandelt sie sidi in 
und wird die Formel (4«) hierdurch dividirt^ so erhalt man 

Tj /^ t j^\ 1 /^ In co2ftdo2ii + «i2ado24 
. dn(il4-0)dn(il-*6) aa — ^ — ^- ^. 

Dasselbe Resultat findet man auch unmittelbar durch Anwenduns der 
des $• 30« auf die Formel (5.)« 



Driiierjbschniii. §.37. |57 

Aiioh die YerhSItniflie der gleichnamigeii FuDotiouen tod a-f*^ wd 
a-^b latseo sieh io eben to ein&oben Ausdrookeo dmtellen« 

Seist nien in der Olefohong (L) a + ^ (3r a, f+^' fSi* b, eo 
bleibt a— i^ ungebidert» und a+b Terwandelt sieh in a+b+iKf, also 
8o(a+A) in j^^^^^^^ » 2a renrandelt sieb in 2a+f£^ und 2b in 
3ft<f <^# datier erbalten wir 

lM(a+fr) "^ \ifcti2fr +n52i/*\lii2* + te2^/» 

also 

ti(a— t) dla2&ga2a— fa2atn2ft «i2aco2t4'^'8*"»2g 
«•<«+fr) ^ tn2a.iD26 * w27m25 ^* 

daber redooirt sieb der Ausdrnek aol 



g tu (o — &) ^_^ jo2ft8«2fl->da2agti2» 
''^ 88(04-6) ** 8u2ac826 + 8a26co2a* 

und die Anwendung des $• 30. wX diese Formel verwaudelt sie sogleicb in 

O S8(q — 6) ni2&8D2o— cn2a8n2ft 

^* 8o(a+6) ~ do26 8a2a + do2a8ii26* 

Ans diesen beiden Formeln folgt noch 

%%{aJ^b) |/ dB2&8n2a + d»2o8B2ft |/ 8a2a fB26 + 8B25cB2a 
8a(a— 6} ^^ l^dji2fr8B2a— d82o8B2fr * l^8a2aco2fr — 8a26€B2a * 

Dieser Ausdrude ist nutbig. wenn -r-log y , "*". !| in einer reellen Form 

dargestellt werden soll« Zieht man aus der vorigen Gleichung noch dfn« 
tnal die Quadratwurzel^ und nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen 
Logarithmen so erhalt man 

oder 

,„ , '»«l'Sg±rN*s<«5««8(SI!)+*a«ä.n9(=gi)»a 
■ f'-<!>^g±l|-i«««^(SI)+*-'"*(l-=j|l)- 

Vertauscht man in den Gleichungen (8.) und (9.) die beiden conjugirten 
Modul und setzt man ai im a, wie auch bi iut h, so erhiilt man 

II tB(« — fc) 8B2ada26 — 88 2ftdB2a 8a 2a — 8826 

* • 47(0+6) "" 8a2a4.8B26 8o2a da26 +8a26dB2c • 

und die Gleichungen (10.) werden nun 
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« 

W^deo die Gleicbuogeo (8.) uod (9.) duroh (11.) diriiKrtt so entstdit 

lo cB( a — b) 8B2a«t"Bn2t _ 8n2o tn2b — >«2t CB2a 

^ ai(a + 6) ** «o2aco26 + 8o2ftco2a 8o2a — 8o2lr 7"' 

uDd aus den Gleichungeo (10.) und (I2.) erb&It man durch Subincdon 

1 i i/c» (o—ii) . . . /lo'2i\ - ^ /aD'2(\ 

T»«ßVsJ7^= i«~««og(^-i«rctaiig(^. 
Nach $• 30. verwandelt sich die Formel (13.) in 

|. Jn(a~6) sQ2a'4"eB2ft ^^ BB2q dB2,& — bb2Hb2^ 

dB(a+A) Ba2adB26 + 8B26da2a ~ 8a2a— 8B2fr * 



und aus den Formeln (14*) 

Setzt man in der Formel (1.) y — & fSr a und -2***^ ^r ^j *0 ver- 



wandelt sich a+b in £— (a+() und a — & bleibt ungeSndert; da sich 
nun 2a verwandelt in K — '2b uod 2b in K — 2aj so erhalten wir 

Vertauschen wir nun die beiden conjugirten Modul| zugleich ai tm ß und 
bi fiir b setzend ^ so erhallen wir 

tB(a—&) _^ Ä: CBc2fl'— cnc26 
du(a-J-A) kf •|c8iic2a + A«u€26 * 

oder eiofacber 

tB (a ^ b) ^^ 8B2fldB26 — 6B25dB2a 
1dB(a-f6) ^ €fl2adB26-fGB2^da2a 

in (a+b) 8B2adB2& + 8B26dn2 a 

dB{a-.6) eB2adB2fr-i-CB2frdB2a ^ 

Setzen wir in der ersten Formel wieder '^— a (or 6 und -^ — b (m a, 
so erhalten wir 

tn (g — » b ) ^^ 9 ac2b dnc2a — 8Bc2a Jfl c2ft* 
dac(a4-^) CBc2(dnc2a4-cac2a dof26' 



und 



D r i I i € r Ab $ e h n i t t. § 37. |S9 

oder iiMh einer leiohteo Reduetion: 

tn(«-.*)dd(4i+J) = ^m^^ « ^=|&=|^, 
^rj»A^A\A^f^ Ä^ _ CB2t — fa2a 9n2a+ sn2b 

Mall^pBiArt man die Formeln (17. mit (7,)^ so erfaBlt man 

10. ^ ^ ^ ^ dn(a-*) = e,2fr+«i2 ^ ^ = taDgi«m(24i-2»), 

to(«+ J) dD(«+Ä) =» ^- ' „"at+IIar'^' = tangiam(2a+2»). 

Multiplioirt man die Formeln (L) und (2.)9 und subfrahirt man daa Pro« 
doet von Eins^ ao erbSIt man 

€u\ 4 LH «/- • 1L\ if^ r\ 2(d'o2ica25-f-do2aco2a) 

• V I / V / (dii264'an2ii) (fii26-|-cn2a) 

Zu 8 als« Wenn die Argumente a und b nicht verdoppelt werden, 
oder einfadier 

Hieraus folgt auf der Stelle 

— logy , ,.; = arctangi — i^— •rTTJ* 
Für die Cosinus erhalten wir die Formel 

^^ii^^ = 9Crc5an9(to«dn«tn*dn*) - 5Ctc Janß (.^ . ii|) 

s %xt Sang (tang | am 2 a • tang | am 2 &) , also 
T'^'gV'^lfTO = arotaog(tn«dDatn'*du'*) ^ arotang(^.^) 

s= aro taog (taog ^ am 2 a . tang ^ am' 2 V), 
Die Differenteu endl'ich geben die Formeln 

log V'IJ^-^ = 5(k Song (Ä'sn a snc a sn J sno J) , 

T'ogl/Sfel^ = .rota.Ul(*'«»««o«.£;|). 

21* 



23. 



24. 
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Nach §. Ih (Formel 12.) iat 

inainhän{m+h) s X/^ '{-ff cna ent en(a+h); 
maltiplioirl man diese Gleiohang mit tnmtnbtü(a+b)^ so erhBIt man^ 
t!oadnaAnbänb.tn(a+b)in(a'{'b) ss ifc'*tn«tnAtn(a4-A)+Ap*siMiSD>8o(«+^)t 
und da tnadna=tangj^am2ii^ tn5dnAstang^am2> und ta(a'\'b)in(a+b) 
sr fang^am(2a+2ft) ist^ so kann die Formel auch also vorgestellt werden: 

1. tang|am2a.taDgiam2>.tangj^am(2a+2() 
s Ar'Mnatn&tn(a + ft) + A:^snasn&sn(a-i-ft) 

oder^ wenn man die beiden eonjugirten Modul ndit einander vertansoht 
und sich der Formel (2.) des $• 22« erinnert^ 

2. $angi9(m2a«$and4^9(m2&.Sangi9fm(2a-f-2») 
a f^enaenbenim + b)+k'*uk'am'bnn'(a+b). 

Wir leiten diese Gleichungen noch auf eine andere Art her^ und finden 
durch dasselbe Verfahren noch zwei neue Gleichungen , in welchen statt 
der Summe der beiden Glieder auf der rediten Seite ihr Unterschied vor!* 
kommt« Nach f. 37. ist: 

*»8n(a+J).SD(a- J) « S|Jf^ 
und 

*'*tn(ii+J).tn(a-J) = ^2b^ca2a J 

wir multipliciren die erste Gleichung nnt sn2aa8 tn2ii.cn2a und die 
zweite nut tn2a selbst^ dann ist: 

Fsn(a+»).sn(0-J).sn2a = tn2a. ^2b+cn2a » 

*^tn(a+J).tn(a— *),tn2a = tn2a. c.26+€«2a » 

und hieraus erhalten wir durch Addition und Subtraction: 

*»sn(a+»)sn(a— »)8n2ii+*^tn(a+J)tn(a— J)tn2a 

^ o j o «i26— ai2a 

SS tn2adn2a. — ttt^ — tt % 

*^ ai26 + cq2a* 

i(:'^tn(a4-&)tn(a— 5)tn2a— ^sn(a+i)sn(a— ft)sn2a 

* n M f%^ 28n2adB26 

ÄS tn2adn2a a,_, ^ . 

Setzt man in diesen Formeln a for a-f- b^b fast a^b^ ahM> a+^ för 2a 
und a-^b for 2b, so werden sie 



Dritter Ahtchnitt, $.39. ]Q| 

k"^ tna tnb tuia-^-b)— K* nn a snb Ba(a-^b) 

^ ' ' <»(« — *H-cii(a-J-*) 

Da aber ^j°Zt)+ül|a+*) == *"** <Inatn*dn* ist, so ist die erst» ron 
diesen beiden Gleiohnngcn also einerlei mit der obigen Gldohung (!.)• 
Da ferner nach §. 35. ist gn(a+g)dn(a-g) « "«''■« ««*-}-tH,tj,t„ 

'^'^ ai(a-T)+c(«+4 = ^^^ = tnadna+tn»dni, 

und also 

fn(a-|-^) ^o(a+ 9) — tna dna •— tn[^ dnff 

c=s Ar^tna tn& tn(a4*^) — k'tnanabm^a-^b), 

oder in anderen Zeichen 

/ tangiam(3a+2d) s 

jtaDgiam3a+taDgiam2i+A^tnatn6to(a+()— ^8noni^sn(a+^)^ 
^' \ tangiam(2a— 2ft) = 

'tangiam2a— tang|-an)26 — ^tnatnöto(a— ()4'A^snasn&an(a— £)» 

Yprtausobt man in diesen Gleichungen die beiden eonjugirten Modul mit 
einander I so lassen sie sich also vorstellen 

/ $an9i9(m(2a4-2J) ea 

J5ttn8f3(m2a+$an9i9(m2* +Ä'@na @nJ @n(a+*)— *«8n'a8n'Ä8n'(a+*), 
*' \ Xan^i%m(2a—2b) « 

{Xanii^m2a--ian^^%nab-'l^ena®nben(a-b)+k"m'ttm'bta*(ß-4y 

§. 39. 

Wir dehen nun die Gl«ohuogen (3.) und (I.) des f. 38* nSher in 
Betracht; was von ihnen gilt, kann dann leicht auf die Gleichungen (4.) 
und (2.) übertragen werden. Durch die Addition der Gleiehungen (3.) 
erhalten wir zunächst 

itangiam(2a+2i)+|tang^am(2a— 3^) 

« tangiam2«+Ä-(Sn'a@n'»(^2:ii±^^^2^il=l2)) 

- *» sna sn» (ll(2±±z2l2iz^) , 
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oder, wenn die cyküschen und hyperbolischen Sinus Ton a-j-b und 0-*ft 
entwidcelt werden^ 

0, g 



In dieser Gleichung liilst sich auch das Glied tangiani2ii sstnadna 
mt dem einen oder anderen der beiden übrigen Glieder zu einem Gliede 
Bosammenziehen» Es ist 

<»«*»« l-r.,ta»a« T-°'<°^^°^V*~ l~t'.>«a««J 

tnadng Jtt*fr 
'^ l^it^an^aSB^fr > 

daher verwandelt sich die Gleichung (5.) in 

^ timgiiun(2a+2^) + tonyi«w(ga— 2ft) 
y gtt^agnVog)n^a>@n^*ft ■ toqdnadn>t 

Eben so findet man $nalDna+ i„jk>gn^a@n>t = l~i^>@n«a@n»» > 
tmd da tang|^am2assSan9iS(m^3as=$n'aS)n'a ist, so erbalten wir 

7. g 

Sti'a 2>n^a jDn^' fr Xu* soa cna dna an* & 



1 — il:'«@n'»a@n'*fr 1 — t*8n*aso«fr * 

Die so eben entwickelten Gleichungen (S.), (6»)| (7.), welche weiter 
unten eine wichtigere Bedeutung bekommen werden^ lassen sich auch aus 
drr Gleichung (!•) des §. 38« herleiten ^ und wir übergehen diese Herlei« 
tung nicht I weil sie zu einer neuen Darstellung der vorigen Gleichungen 
fShrt« Setzt man in der erwähnten Gleichung (1.) — i^ für ^ und addirt 
man die neue Gleichung zu ihr^ so erhSit man zunächst 

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird, wenn er entwickelt wird^ 

^^ 1 — if*@n'*a@n'*6 **" 1 — A-» $11*0 80*6 ^ 



D r i i i e r A b $ e h n i i U §. 40. 

Qod da (ang^aiii3« taog j^amSi^ e tnadnatub dnb =s tn^a^n^atn^b^n^b 
ist, 80 erbiilt iiian> wenn die Gleichung hierdurch dividirt wivd^ die ein« 
fächere Darslellung 

tm*d dieser Ausdruck ist nicht minder bemerkenswerth^ als die vorigen; da 
derselbe hier ohne Kenntnifs des Zusammenhanges mit den vorigen Glei« 
chungen gefunden worden ist, so ist eben dieser Zusammenhang noch 
anzugeben« 

Durch eine leichte Reduction findet man: 



i_ikt 80*080« 6 • 1— A:*8a<a8B>6* 

werden diese Werthe in der Gleichung (8.) suhstituirt, so entsteht zunächst : 

tawgj^s»(2a4-2ft)+tsnyj^»m(2a — 2») 

2 

V^en'aün^a . h^Matnm , y«@n^o6n^og)n^ogn^>A Ig^ssa coa Jsasa'fc 

"" SDn'a "*■ doa * l—it'» ®n'*a @n'*6 1— ik» so«a so«fr > 

da aber 

k'^&n'a(^n'Q , ^*8sa egg .. <:^*8sa , <;«ssacBg 
JDn'a *** 4oa "^ CBadoa*** doa 

— ^(*/« + ife'cn'a) = ^.l^J;^ = tnndna = tangiam2a 
ist^ 80 ist die Gleichung (8.) in die Gleichung (5.) rerwanddt worden« 

f. 40. 

Eioige ReUtioneo onter cjkliscbeo Modolar-Fooctiooeo mit drei ood snch fier MisbigSB 

ArgomeoCeo* 

Relationen unter cyklischen Nodular- Functionen , worin drei ganz 
beliebige Argumente vorkommen, erhält man sehr leicht , und man kann 
sie in grofser Menge aus den vorhin entwickelten Relationen unter den 
Functionen a^b, a-^-b schon dadurch herleiten^ dab man a = a^ß> b:=s 
ß — 7, also a^btsza — 7 setzt« Macht man z« B. in der Gleichung 

dn a dn * dn (/i + *) = *'* + k^ cn ä cn J cn (a + b) 
des §• 11« diese Substitutiou, so erhalt man auf der Stelle die Gleichung: 
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h an(a— ß)dn(ß— 7)do(y-a)«*'*+*»oii(a— ß)€tt(ß--7)0D(y--a% 

unter ejrklischeii Nodular« FuDctioDen, worin drei gtus beliebige Argu^ 
mente e^ß>7 Torkommen# Die drei Oifferenasen « — ß, ß — 7 und y — a, 
worauf 8ioh die in der Formel vorl^omnienden Functionen beaeben^ ma» 
oben die Summe Null aus; man kann aber leidit eine noob allgemeinere 
RHation berleiten, worin vier Argumente yorkommeot wovon eines allein 
so grob ist^ als die Summe der drei übrigen« Es sei a+ß-^-ys^ii 
setcen wir nun a+ß^sy^ dann ist y+7 = ^> <>^ jf^^-^y. llacb 
$«11« ist nun, insofern gssa+ß ist: 

on^ t=s enacnß— snasnßdny^ dny es dnadn^-^Ai'snasnßenj^^ 

und weil aucb y es ^— y ist^ so ist 

OD^ s= eni^cn7-}*8n^sn7dny, dny sft dn^dn74-A^i^n^sny€n^* 

Durcb die Multiplioation der Formeln pna cnß ss eng -^-^na mß iog und 
cn7€fe^sscny — snysnJdo^ erb&lt man zuniiobst die Gleichung; 

cna cnßony cn^ 
«s cn*^-}* (snasnß—- 8n7snj)cny dny — snasnßsn7 snjdn^y/ 

multiplicirt man aber die Formeln dnadnß s=& dny + A^^ ^n a sn ß cn^ und 
dn7dn^8ssdny — ^snysn^cn^, so erbSh man die zweite Gleichung 

dnadnß dny dnS 
sBs iu^ff'i'k^innaBfiß — SD7 sn^) cn^doy— A^sna snßsn7 sn^ on^^j 

und wenn man von ihr die mit A;^ multiplioirte erste Gleichung subtrahirfi 
beachtend, dab dn^^— A:^cn^ys= k^ bt, so wird das Argument y dadurch 
völlig eliminirty und man erbfilt 

dnadnßdn7dn9-— A;^cnacnßcn7on^ ss jk^-f A^'^Ar^snasnßsoysn^, 
oder 

2. — ■' — -Ä- — ^ -p; c — 1 — SS 1 4- Arsoasnßsn7sna« 



Setzt man in dieser Formel a~ß für a, ß — y ior ß uud 7 — a far 7, 
so ist ^sssOy also cnJ'ssdn^ssl und snJ'ssO; die rechte Seite reducirt 
sich also auf ihr erstes Glied Eins, und man kommt unter dieser TorauSi» 
Setzung also auf die Gleichung (L) wieder zurück« Die gröbere Allgemein» 
heit dieser Fprmel(2.) besteht also dariO| dab die Summe ^ssa+ß-f'7 
eine beliebige sein kanoi indessen kommen in der Gleichung (2«) im Grunde 
nur drei verschiedene Argumente (hßt 1 ^or, da ^=sa-{-ß4'7 s^msoll« 



m. w^- 
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^ 41. 

Aiitdrooke yon der Form X^-k^nnAnnJimCfmD, la welcher 
A.B. CD vier beliebige Grolftco sind, haben eine noch allgemeinere Form« 
aU der in der Formel (2.) des §^ 40. vorkommende fihnliohe Ausdruck« 
Vfir können, ohne die Allgemeinheit dieser Form txl vermindern, setzen: 

w4 ~ a+ß, 1? = a— ß, 17 5= a'+ß' und I> = a'— ß'^ 

wcim wir uns unter ay ß, ii/^ ß*, vier gauz willkübrliche GroAen ror« 
steilen« Nach $• 35« ist 

«n(a + ß).sn(a— ß) ;= r Ta™i — v'^f 

aubstifuiren wir diese Ausdrucke, so finden wir fiir 

1 ^A^snC^ +ß)M (ä - ß)sn (a' + ßOsn (a'— ß') 
eini»u Bruch, dessen Nenner das Product (1— /?'8u^asn^ß)(l— Ä^su^a'sn^ß'), 
und dcsspti Zähler ist: 

1~Ä sn^a sn^ß— A'sn^a'sn^ß'+Ä^sn'asn^ßsn'a'sn^ß'— Ä^sn^snV 

—Ä'sn^ß sn^ß' + Ä'wVan^ß' + Ä'sn^a'sn^ßl 
eiu TbeU dieses Zahlers, niimlich 

1 -^ k" sn'a sn'a'— *' sn^ß sn'ß' + k' sn'a sn^' sn^ß sn^ß' 
ist pjeich dem Producte (1 — /r'sn'asu'aOCl — A-^sn'ßsn^ßOi «öd die vier 
übrigen Thetle dessi Jben — Ä^ (sn^a sn^ß + »» V sn^ß' — su^a sn'ß'— sn^ß sn'aO 
sind gleich dorn Producte — A^(sn^ijf~8u^a')(M'ß— r«ö^ßO; daher entsteht 
die Formel: 

t^Ä^g„(a+ß)8n(a~ß)sn(a' + ß08n(oj'— ßO = 

ft — A-*»n>a6ti»aO<t.^ i ^»sii»/?8a«/y) /- ,, sn«« — so>ft> sa^/g-^so^/y i 

(1--Ä:* SU* IT ea« /?; (l~Jl*8D* a'sa« /?)' V l--Jt*6o> a8»>a''l— ib' 6o«/ysnvW' 

welche, weil sn»f aO 8n((X~(tO «= iI\?,7/;X^ "«^ «i(ß+ßO«n{ß~ßO 
^= r-^r-T^-^v-3? J^*f 8^^ zusammenzieht auf: 

1 iniL^" (tt + /g) so (a -> /?)8ii(a^4-^ SD (tt^ ■->/») 

((--&» »o^ /gsn»<gOft — ;fc^8ii»/?«tt*^0 
^ (1 — Ä*sn»a8n*/?)(t--.ik»Sü*a'eB*/?')* 

und tine Relation unter oyklischen Modular- Sinus ausdrntrfit, welche sieb 
auf vier ganz beliebige Argumente a, ß, a/, ß^ beziehen. 

Crell^ Jpnriial d« M. Bd. XVUI. Hll. ). 
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Setzen wir in dieser Formel a-f^^^ far a^ so verwandelt sich 
8ii(a+ß> iü j;.gp/gi ^) U.8.W.; daher ?erwaiuIeU sich die vorige Formel 
zunacl]8t in: 

8u(a+i3) 'mCcT— Ä •8o(a4-a0«o(«— «')—•« (/?+/'^)8ö(/'—/'^) 

"^ fin* a— 80* ?• 1^ ik* 8B> a^wi» /y • 

Da aber 

-^Är=:ii"^ßr "^^ (1— Ä'm^asn'a'r* und 

isti 80 reducirt sieh die Gleichung auf 

o 8o( «-{-/?^ sn(tt — /?) ~8DCg^+i^0sii(a^— ^ 

(1 — fc»8n«tt8n«tfO(l— il*80«ig8D«/y) 

(1— *> sa»aiMi*iS) (l--&*sa»a'8a»j^)» 

welche die merkwiirdige Beschaffeoheit hat, dafii die AusdrSdie auf der 
rechten Seite in ihr und in der vorigen Gleichung (L) ganz diewlben 
sind 9 während die Ausdrücke auf der linken Seite sehr verschiedene Ge* 
stait haben« 

Setzt man in der Formel (!•) u!zzz<i imd ß'ssß^ so verwandelt 
sie sich in die specielle Formel 

1~Ä sn (afß)8n (a— ß) « — _— .-^j-— ^--. , 

worin nur noch zwei beliebige Argumente a und ß vorkommen; dieser 
Formel ^emäfs ist aber auch 

l~Ä8u(« +ß)Mta-ß;— (t-fc*8«««'sü»^j« » 

4 .. 0, . ,^ *2/ A (t— Jl*8ii*a)(l— Ä:»50<aO 

1 — Ä'sn (a4-a';snVa — a') =s -^-75 — ri~T — ^-t:; — ^j 

^ ' ' ^ ' (t — it* 8u*a8u*a'|* ' 

und dividirt man das Product der beiden ersten Gleichungen durch das 
Product der dritten und vierten^ so erhSlt man durch Ausziehung der 
^Hadrat- Wurzel die Formel 



# 
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^* »; [l - *» 60« (a+aO «tt* (« -»Ol [1 — ** «■* (/»+ i^) ••* 0?- ^)] 

(t — <:* 8e> q »p« a')(i — k* mV so« /») 

(l--**»o»ao«*/J)(l — ik*8o*a'8o«]?y> 

worm der Atisdruck auf der rechten Seite wieder mit deneb in den Gl^ 
cbungen (L) und (2.) nbereiostimmt« Es habeti demnach die vier der 
Form nach sehr verschiedenen Ausdrücke: 

1 — fe^go(a4-/y)Bo(a- > /?)8o(a^+/y)8n(a^— /J^) 
1— Jb* 8ii(a+«0io(a — a')8o(/9-f.iS^) so(/?-./J^)» 

sa(a +/g) 8o(«— /?) — 6o(tf^+/y) 8H (a*—ß') 
ua{a + a')9a{a--a') — 6ü{ß+fi') 8ii(/J — /fy}> 

(t — Jb« 80« g 80« g^) ( I -- il* 8n^ /? gn« ij^ 

(l— Jfc«80*aS0*/?j(i — Jt« 80« «' 80»>) ♦ 

^ik« 8o«(a+jtf)8o«fg~/?)] [1 —3k« so«(g^+/y)8n « (a^-^^)] 
[1 — Ä:« 80« ^a + a') so« (a — a')] [i — ^* ««* (/?+ /?') S"* (V — i*")] * 

fit welchen a, ß, a^^ ß^ vier gwaz beliebige Elemente sind, immer einen 

und denselben Werth. 

§. 43« 

Setzen wir in der Gleiofanog 

■o(ff-f /?)8o(q~/y) — 8ii(a^+^)8o(a^-^iy) 

8.»(« + *')M(a— «0— •"(/*+/'')8"(/' — ^0 
l~<:«f (g-f /y)8o(«— /?)8o(a^4./y^)8o(a^— i») 
^ 1— A:«8o(i»+a')8o^«-a08o(/? + p^)8o(/3r— /?•> 

mm 

a — 2 ' ^ — — 2 > ^ 2 ' ^ — *^ 2 — * 

80 »t a + ß = -4> «— ß = C— jB, a'+ß' = B, a'—ß' = C— 4, 
a+a's=sC, a — a's=J^ — B und ß — ß'^O; und werden diese Wertbe 
substituirt, 80 erhält man auf der Stelle die Gleichung 

80.i80(C— J9)— 60B80(C— ^) 4M A /^« »\ »* /r» A\ 

8oC8o(^--^ r""^ "^ 1— *'8nul8n(C~J»)8ni?8n(c;-4), 

oder in ein wenig ver&iderter Gestalt 

8 — Jü'sn^snBsnCsnCC— ll)sn(^— C)8a(£r-o^). 
Setzt man in dieser Gldchuog, welche nur noch drei willkührliofae Argu« 
mente A, B, C enthSIt, A-^iK' für A, B+iK fdr B und C+tA' 
für C, so verwandelt sie sich sofort in 

22 • 
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Sotzt mati i» diesen Gleicfaungea zuerst K^-*Ä für A, K — B iSr B und 
JC~C (ur C, und wendet man dann die Sätze dea $• 3K auf sie an^ so 
erbiilt man auf der Stelle 

3* cn^cnc(C— B) + cnÄcno(-4— C) + cnCouo(iJ— ^) 

s- ilcnJcnllcnCcno(C— £r)cno(J— C)cno(ll— -4) 
vuä 

Vertauscht man in den Formeln (I.) und (2.) die beiden conjugirten Mo* 

dtt1> und setzt man dann Ai ^A, Bi fät B und Ci fnr C» so erhalt man 

5, tn^tn(C— 11) + tnBtn (-4-6') + tnCtn(jB~ J) 

» — &«tn J tnfl tnCtn(C— fi) tn(4--C?) ta(B~^) 

' ^ In rC— B) , (n (A—Q . tu (B-^ , IttjC^B) to(^~ C) <ii(B- ^ _ „ 

'*" m^ + "urs ' uc~"*' i»A *~irB t0ü "• 

Die Anwendung des f • 30. auf die Formeln (3.)< und (4.) ^ebt 

7. dnJtn(C— Ä)+dnBtn(J--C)+dnCtn(ll--vl) 

i= do^duJ9dnCtn(C— il)tn(^'- C')tn(ö— ^) 
und 

tufC-JB) , itt(J C) , »^iBi:-^ ^ vi tn (C— B> in(^>--C) t^B--Ay 

'• du^ "«* «JoB ^ (i«(;"~''^ da^ * duB " ° doC * 

Zusatz. Setzt man /« = in den vorstehenden Formeln , so er* 
bult man für die trigonometrischen Functionen die Formeln: 

1, sin i sin {CS) + sin B sin (.1— C) + sin C sin (Ä— ^) = [aus (1 .)], 

2. cos 4 sin (C— ö> + cos B sin (.4 - C) + cos Csin (B—Jl) = [aus« (3.)J, 

, S Mi((7- B) , eiit(y^— C) , siii(/>— .^) , aia ( C— B) . «in (^— CT) . ho (B—A) __, ^ 

(aus 2.), 

A ««(O-iB ) I 9wr.^— O , sia(B— ^ , sin (C— B). sin (A—C) . »ia (B- ./<> 

co8.<< eo«B ' cmC Gosu^.rosB.cesC — v 

(aus 4.)^ 

$. taog A taog (O— B) + tang B taog (^— C) + tang Cfang (B—A) 

+ taug 4 tang i9 taog C tang (C— 8) tang (A^C) tang (B-^A) es (aus 5.), 

*'• tting^"''" liiBgß "•* tangC "*" tang^ taag B taug ü « y» 

-y. taog (C—B ) + tang (^ — (>) + tang (Ä — A) 

t=s tang(C--jB)taDg(J — COtangCÄ—jt), 



Ü P i i i et Absehniti. §* 44. IGlü 

Ton diesen (rigonometrischeu Formeln kiinnen (L)^ (2.) und (7%) 
am eiDfaehsfen hergeleitet werden; von den Formeln (1.) und (2.) hat 
meine« Wissens zuerst Gmifs, in der Theoria motus corportim coelesiium rto« 
eine nStzliche Anwendung gemaohn; die Formeln (3.)^ (4.)y (5.) und (0«) 
•eheinen noch nirgendwo früher aufgestellt worden zu sein« 

Wir benutzen die im §• 42« ausgesprochenen SStze auch zur Um« 
formung des Ausdrucks ^ 

"^ »1 — ib'soa 8Uf< 8ai;8o(ii-f-t; — a)* 

welcher weiter unten vorkommt , und bei welchem vieles auf die Kennt* 
oUs der Formen ankommt, in welchen er dargestellt werden kann« Setzen 
wir iu den Gleichungen des §• 42« 

a+ß = tf, a— ß = r, a'+ß' = u-f-v—a und a'— ß' = ff, 
dann ist rückwärts 

und hieraus folgt noch 

a+a' =«+!?, G— a'=0, ß^-ß'ssfi-ör und ß— ß'=:a— t;=s — (v^a). 

Werden die hier angegebenen k-usammcngehürenden Werthe in den 

GleichuLgen des $• 42« substituirt, so erhält man die folgenden Gleichungen ; 

;— Ä^snttsnrsnasn(ii + t?— a) =5 : ^ — , \ — ^ 

(,_».».4-«)(l-*.„.!lr_«„.(ü^«_.)) 



(,_t.„.i±2».SZL").(,_i.„.!;+««. (?|2_.)) 

r 1 — **M*(u — a;8ii*(tr-~a) • 

setzen wir in diesen Formeln noch — a für o^ so verwandeln sie steh in : 
14-A:'sn«snrsnasn(tt+r + a) mm > , ^ , . _; T - / ^ 

'• (i-**«.-|:l!«.iiZ-).(t-».«..!l+H««(«±^ 
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dtvidirt man nun diese Gleichungen durch die vorigen^ so erhält man die 
Tier folgenden verschiedenen Au^drocke von ü: 

I TT l/ ^*^*^* snn Mt; snq sn (w^V'-^a) 
■" r 1. — ü:*sns/8n2;tnasa(i<-j-t;— a)* 

O ff— i/ *°'^^^4'*»g*"0<*f">^*H<») 1 / sa (u «— a) 8u (t; — a) 

^ / i-..«..«I4^.-'("-±^+ a) / l^t«„>Il±!;sa«(iL±J!'-.) 

4. *^— ri--ifct8o«a6o»(«+t;--a)'l^l—A:*8«»(tt+a)8ii«(t;+a)* 

vovon übrigens der erste die einfachste Gestalt hat« 
Die Gleichung 

^ , ,• /^. I ^ I ^\ soii8av+8oa8o(ii4-v+«) 

l + Ap*sntfsnrsnasn(ti-|*t?+^) = rr^rrr^ — / T \ $ 

welche sich nach Wegsohaffung des Divisors verwandelt in : 

sntisnv es sn(ii+ii)sn(r+a) — snasn(ti-f-t^ + ^) 

stellen wir noch auf eine bemerkenswerthe andere Weise dar» Multipli« 
dren wir sie mit A^sn ti snr und subtrahiren wir beide Seiten von Eins^ 
so erhalten wir: 

1— '/t^n'nsnV s= 1— A:^snif snr sn (U'{'a)nn(V'\^ä)+/^mUBnvmann (fi-fr+tf) 
— Ar*sn'iisn*r8nasn(ti + a)sn(r+ii)sn(ii+i?+ii), oder 

1— Ä'sn^usn'i? = 

(1— Ap'snti8nrsn(ti + tf)sn(^ + ^))(l+^>>^^>n9snasn(ii-f-t;+^))« 
Setsen wir -^a Hir o^ so ist also auch 

1 — A^SQ^Hsn^ü sss 

(1 — ib^sntisnr sn(ti — a)8n(t;— a))(l — A^^sntisnr snnsnCif-j-t' — ä))* 
Werden diese beiden Producte identificirt, so erhSIt man 

i'i*k^Bnu9üVsnaBn{u'^V'^ a) ^^^ 1*— I:* sn k 88 r ^n (u — a) ss {v — a) 
1 -<»^* 88 1180 t/so a8o(iff-i> — a) "^ 1— /r*8Bi«8iiv8n^i*-l-a}so(t;4-a)* 

Zu den vier vorhergehenden Ausdrücken der Grölse ü kommt also noch 
der fünfte 

- 77 |/ 1— ^^gPiv>Pt;8B(M— a)an(p — g) 

V 1— X;^8u»8ot;8o(u-f*a)8ii(t;-|*^)* 

Macht man in den Formeln des $•42« die folgenden Substitutionen: 

a = ^, a' = !i±i^-ii,ß = ß'=ii=^^^ also a+ß«ii, a-ß=t^. 
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ß^ß' tsiu—v, ß-^ß'sO^ 80 erhält man die Gleichungeo: 



•^ r i — it*8ii»asft*(u+t;— a) * 

Sof ^t man bierin — a Tut a^ und dividirt man die einen Gleiehungen durch 
die anderni so erhSIt man nooh die folgenden Ausdrnoke der Groise ü: 

ft 17— i A°(^"f ' ^"f'^) | / 8» y/ 8« V"* snfii — g) 8ii(t; — a) 
"^ •^su(i<-pv— a)*'^sii(ii + a)8o(t;+a) — sowsov ^ 



\ 2 

4 



g U | /t— Ar« so^g 8D*(i<-{»i;-f'a) [7 t — Ä:* sn*(ii-*o)SB> ^y— >a) 

• *^l~ik*«n»aso>(ii + v — a)*r l--ik»sn*(ii + a)sÄ*(t;-fT)* 

Macht man aber die Substitutionen 

•o verwandelt sich der Ausdruck (5.) flir U aiif fihnliohe Art in 

J7 — i /ss(ii — g) SBV — soM saCt; — a) 
1A 77 — |/ l —I:« so» t; sn* (u — g) |/ 1— <:* 80»fi so»(y— g) 

Eben so, wie die Formel 

1 — Ä'sn'tisn^r = 
(1— *'snii8nr8n(w+a)8n(r+a))(l+&'sniisnt?sna8n(ii+t>+a)) 

gefunden wurde^ fiudet man auch 

1— Ä'sn^asn*(i# + t;4-a)=a 

§« 45. 
Wir stellen den Ausdruck 17 in noch drei anderen Gestalten dar. 
Es ist nach $.40«: 



1 72 '^* Cndei mann, Theorit der SJoJ. - PtmcU und der Mod^ • IiUfgr% §• 46« 

dmi dav dua doTu-f i/-|-n)— ]pf am nii;iniaei(ii-^ii*4»a) 

Setzt man hierin — r/ für a^ so orbSlt man noch eine twaite Gleichung { 
dividirt man durch sie die erste^ und zieht man die ()\uJrfiiwutwA auSj, so 
bat man schon: 

DividSrt man den Zühier und Nenner durch 

dntidnr dnadn(ii-)-r-|*tf)da(ii-t"t'*^^)i 
SO erhalt man noch auf der Stelle 



» tla(tt-j-v — a) ' l — k^sncunünv m\ta 9n9\u^V'^a) 

Seist man nun v + u^=zK, r-f-r'ssÄ', a-{-a^ ssji^ ao ist u+v-^a:^ 
3Ji:_(ti'4.r' + aO, öi»o iC— (ii+r + ö)=tt'+i;'+^'— 2K: ferner 
l^^-i^-^a^aiiT—ti'— t?'+a'~K==K— (ti'+r'—aOj daher erhaken wir: 

-^ |/dBc(K^4'<^^-f'Q0 i/ t-f*^* SP M^ »g i;^ 8n ct^<h(m^4" ^^^4* « i 

»'^ da(i«'+i;<-f aO' J' 1 — Ifc* 8» ii'i»i* v'siia'au (i*'+ v^ — "?) * 

Wird also in dem Ausdrucke U statt jedes der drei Elemepte a, u, v sein 

Complement gesetzt, so wird dadurch 17 mit f/^^J - f£^^^^ 
rouhiplicirt. 

Der Ausdruck U kann auch unten die Form ü ar y J^ V gebruAt 

werden^ so dab log 1/ ?= 9(rc Sang (^) ist, und er muCi sogar unter diese 

Form gebracht werden^ wenn das Argument a den B*actor t enihalt| damit 

dan« -r logU vriedcr in einer reellen Gestalt dargestellt werden könne« 

Setaeu w aber: 

P-f <? ** 1 +*^snti8n|?sn«sn(fr + f?-J-Ä) und 
P — Q sss 1— Ar''8nti8nrsn«sn(fi-f t9— ^), 



seht 



= *'»i»i»»iiia( "<"-^ ..f .)+»<.+v- jd). 



D r i I I e r J[ » # e A M • I I S. 45. 173 



Da nnn aber 

8n(u4-«^+«) — sii(H-f t;— a) sn g cn (ti-f t?) dn (m -f ^) 

2 1— ft»sn*(u-f i;)sn»a 

sa(ii-[-t^-f ^)4-sn(fi-f t^ — o) sn(t<+t?)cnqdnq 

2 1— Jfc»sn*(w+i')sn*a 



und. 



ist, so ist 



- , t*sn*asnMsnt;cii(M4-^)do(*<-fv) i 

' 1 — *"sn*(ti4-i;)sn*a 



g^ <g*snacna dnfl8nfi8nt;sn(fi-{-t;) , 

^~ l-**8ii*(ii + t;)sn*a ' 

dalier ist 

^ ä\ 1 — i'sn'asQ'(u-f i;)-|-il^*sn*asnu6iit;cn(ti-f t;)dn(tt-|-t^) ^* 

Der Nenner des angegebenen Bruches Ififst sich noch auf zwei ver- 
schiedene Arten zusammenziehen, indem man entweder 1 — cn^(ti-f o) für 
sin^(ti-f r) oder 1— dn^(ii-f t?) für Ar^sn^(u-j-i?) substituirt. Machen wir die 
letzte Substitution, so ist der Neuner: 

cn^a-f-sn^ad|[i(w + *^)(d^(^'t'*^)"f *'sntisnrcn(ti-ft^))9 
und da nach §• 11. Formel (8.) ist: 

dn(ii-f D)-|-A;^sniisnt^cn(ti-f I?) = dnndno, 
so erhalten wir: 

.o 1 Ff OY o^ /ft*snacnadnasnusnt;so(f«4-t;)\ 

13. logt/ = 2lvc Sana ( — ^—^ — « a^ a — a i \\ r 

^ ^\ cn*a+sn'adniidnt;dn(u*f(;) / 

Das Resultat der zweiten vorhin angegebenen Substitution können wir 
auch aus dem so eben gefundenen Resultate herleiten. Da nach §.11. For- 
mel (12.) ist 

dntidnrdn(ii-{-r) «= K'^'\-l^cnucnvQn{U'\'V)^ 
so ist der Nenner, wenn dieser Werth substituirt wird, 

und weil cn^a4-Ar'^sn^a = dn^a ist, so erhalten wir: 

log 17 = arcgan9 (friy^"'"'""'"'^''"i"j:"; )' 

ö ^Vdu'a-f-A; sn*iicniicnt;cn(tf-f v)/ 

Zusatz. Wird at für a gesetzt und der gefinderte Werth von U 
mit C7' bezeichnet, so giebt die Formel (13.): 

4*. 1 1 rrf 1 /ft*tn'adn'asnu8nt;sn(u4-t^)\ 
15. — logc/ = arctang(-i :Ti— r — -^ — . / , / J, 

I ^ ^\ 1— ßn'*adniidJivdn(y-(-f) -^ 

Crelle*s Joarnai d. M. Bd. XVIII. Heft 2. 23 
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und die Formel (14.) verwandelt sich nan in: 

16. -7- log 17' = arclangl-T-n tj—r / , \ ). 

t -^ ° V dn"a — **sn'*acnucnt;cn(M4-w) / 

Setzt man ka für a^ ku für ti, kv für v und -r- statt des Moduls k^ so 

verwandelt sich, wenn die Sätze des §. 30. angewandt werden, der Aus- 
druck ü wieder in sich selbst. 

§. 4ß. 

Die charakteristischen Gleichungen der Modolar«^ Functionen. 

Zum Beschlüsse dieses Abschnitts leiten wir die characteristischen Glei* 
chungen der Modular- Functionen her. 

Setzen wir in der Gleichung (3.) des §. 4. jetzt p=^ — 1 und q = — k' 
dem §.6. gemflfs, ferner x = snt?9 y==8nti^ und 2r = snw, da u = V'\'W 
sein soll, so erhalten wir die Gleichung 

1. sn*r4-2cniidnii.snrsnM)4-8n*«^-|-^sn**'.8n*i?sn'ti? = sn^ii, 

welche in Hinsicht auf die Gröfsen snr und sntc' symmetrisch ist. Setzen 
wir in dieser Gleichung K — v fflr v und K — w fflr w, so verwandelt sich 
n in 2K — u, also cnu in — cnti, und die Gleichung wird also 

snc^r — 2cniidnii.sncrsnCM?-|-snc'u^-f-iPsn^ti.snc^rsnc'a^ = sn^ti. 
Die Anwendung der Sätze des §. 31. verwandelt diese Formel in 

cn^r — 2sncii— Tr-^cnrcna^-f cn'to — Trrcnc^ii.cn^rcn^M? = cnc^u. 

Da aber sncwdncii = -^^^, W^ 1äi*u^ » ^^ haben wir als cha- 

racterische Gleichung der cyklischen Modular -Cosinus 

2. cnv — -n— •cnf?cnti^+cn a^ r-i — 'Cirvcrrw = , , > 

dn*u * dn'u dn*u 

Durch Anwendung der Sfitze des §. 30. verwandelt sich diese Gleichung 
sofort in 

3. dn^r ; — AnvdnW'\'in^w — tn^u.dn^vin^w = — Ä'^tn^ti, 

Vertauscht man in der Gleichung (1.) die beiden conjugirten Modul, vi fflr v 
und wi für w setsend , so erhalt man 

4. tn'i? + 2-^tnt?tnu^-|-tn'M?+A?^tn'iitn'rtnM^ = tn'w, 

als charakteristische Gleichung der cyklischen Modular -Tangentem 
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Die Gharacteristischen Gleichungen haben also für jede Art der cykli- 
sehen Modular - Fanktionen die Form 

worin x und y xwei gleiduamige cyklische Mpdular- Functionen der Argn-* 
mente v und u; bezeichnen; die Gleichung ist jeden Falles symmetrisch und 
vom vierten Grade, in Ansehung der einzeinen GrOfeen x und y selbst ist 
sie aber nur vom zweiten Grade. 

Fflr die hyperbolischen Modular - Functionen gilt dasselbe Gesetz, da 
man, um die charakteristischen Gleichungen für sie zu finden, in den vorhin 
gefundenen Gleichängen nur vi ffir v und wi fflr w, also ui für u zu setzen 
braucht. 

(Die Forlsetzung folget im nfichsten Rede.) 
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11. 

Einiges in Bezug auf den im II. Bande d. J. No. 63< 

S. 291 angestellten Lehrsatz. 

(Von Herrn Dr. F. Beinen.') 



1. !9ind an zwei beliebige Puncte A^, A^^i die beliebigen (positiven) 
Zahlen a^j a^^i angeschrieben, und theilt man die Verbindungslinie ^„^m+i 
im umgekehrten Verhältnisse dieser Zahlen , so möge der von A^ um 11^+1 
entfernt liegende Theilungspunct S„^i der Schwerpunct der Zahlpuncte A^^ 
^m+i f^^ ^^^ Zahlen a^, a^^i heifsen. Ist überhaupt irgend eine AnzaU n 
von Zahlenpuncten A^^ A^^ A^^ ....A^^ welche mit den beliebigen Zahlen 
ai, a2, 1I39 •••• An bezeichnet sind, im Räume gegeben, und ordnet man die 
Puncte in irgend einer Weise, z. B. nach der Ordnung der gewählten Bezeich- 
nung, bestimmt alsdann fflr die beiden ersten Zahlpuncte Jlx, A2 den Schwer- 
punct Sz und bezeichnet ihn mit der Summe ai-\'a2 = S2^ bestimmt ferner 
den Schwerpunct ^$3 von S2 und A^^ und bezeichnet ihn mit der Summe 
«2 -{-03 = «3 und fährt so fort, bis man zuletzt einen Punct S^ erhält, welcher 
mit der Summe sämmtlicher Zahlen s^ zu bezeichnen wäre, so möge der 
Punct Sn der Schwerpunct des Systems der Zahlpuncte ^i, J29 .... A^ für 
die Zahlen ai, 02, .... a„ heifsen, und es ist bekannt, dafs, in welcher Art 
auch die Puncte ursprünglich geordnet sein mögen, man immer denselben 
Punct S„ erhält. 

2. Verbindet man irgend zwei Zahlpuncte A^^ ^m+2 9 welche mit 
den beliebigen Zahlen a^, a^^i bezeichnet sind, durch eine Gerade A^A„^i 
und zieht man von einem beliebigen Puncte P nach A^^ A^^i und nach 
ihrem Schwerpuncte Ä^+i die Geraden P-4«, P-4^+,, PÄ^+i, so hat 
man stets 

Denn in dem Dreiecke PS^^iA^ ist 

PAl = PSi,^,-\-S„^,Al-2PS„^,.S^^,A^.cos(PS^^rAJ, 
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oder 



PSi..+;i;^,-A.Ai,,-^^^^.A.A.,,.PS.,,.co.(PS.„A.). 
Eben so ergiebt sich aus dem Dreiecke SP^^^A^^i^ dafs 

ist. Beachtet man nun, dafs cos (PÄ^+i ^1«) = — cos(PÄm+i-4m+i) ist? niul- 
tiplicirt die erste dieser Gleichungen mit a^? die letzte mit a^^i und addirt 
sie alsdann, so erhält man die zu beweisende Relation. 

3. Ist im Räume irgend eine Anzahl n von beliebigen Zahlpuncten 
^1, ^2 9 ^3 9 ••••^M gegeben, welche mit den beliebigen Zahlen Hi, 1I3, 
Oj, •... a,, bezeichnet sind, und ordnet man die Puncto auf beliebige Weise, 
z. B. in der Ordnung der gewählten Bezeichnung, zieht alsdann aus dem ersten 
nach dem zweiten die Gerade ^1^, bezeichnet den Schwerpunct S2 der 
Zahlpuncte Jli, A2 mit der Summe ai-f^ = ^29 zieht von S2 nach dem 
dritten Zahlpuncte A^ die Gerade S2Ay^ bezeichnet den Schwerpunct S^ von 
82^ Ai mit der Summe «24-^ = ^39 ^^^ f'^hrt so fort, bis man zuletzt eine 
Linie S^^iA^ und auf ihr den Schwerpunct des Systems S^ erhält, multiplicirt 
hierauf die Quadrate der Geraden ^^29 ^2^39 ^3^49 ••••^n-i^n der 

Reihe nach mit den Brüchen ^'"^ ^ fiifL^ ^^'^' , ,•.. "' ""' , so hat die 

S^ S^ S^ Sn 

Suoune 

*t *B *4 *« 

Stets dieselbe Gröfse, in welcher Ordnung man auch die Zahlpuncte ur- 
sprünglich hat auf einander folgen lassen; und zwar ist sie gleich der 
Summe der Producte der Zahlen, mit welchen die einzelnen Puncto bezeich- 
net sind, in die Quadrate der Entfernungen derselben vom Schwerpuncte des 
Systems. 

Zieht man nämlich von einem beliebigen Puncto P nach den Zahl- 
puncten Jli, JI29 • • • • ^n and nach ^^29 ^39 • • • • ^n die Geraden P^i, 
P-429 • • • • P^„, ^^2, PiSj', PjS„, so leitet man aus dem vorhergehen- 
den Satze unmittelbar folgende Gleichungen ab: 
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Uy . PJl + a, . PAl = *i . PS^ + ^ A,Äi , 
s,.PS^4-a,.PAl = g,.PS^^^S,Jl, 

»3 



H/i— l.^n— 2 



*„-i.P«;-i+«n .P^; =*« ./*«„* + ""•;-'■ S„^,A^. 

1 

Werden diese Gleichungen addirl, so erhält man, indem man bemerkt, dafs 
jedesmal das erste Glied auf der rechten Seite in einer Gleichung gleich ist 
dem ersten auf der linken in der folgenden, 

IL a,.PAl-\'a^.PJl'\-'....a„.PAl 



Lassen wir nun den willkflhrlich angenommenen Punct P mit dem Schwer- 
puncle des Systemes iS„ zusan)menfallen| so ist PS„==0 und wir erhalten 
durch Vertauschung von P mit Ä„, ' 



«» • *3 



wie oben behauptet worden ist. 

3. Von den vielen Folgerungen, welche sich aus den vorhin aufge- 
stellten Formeln leicht ziehen lassen, wollen wir nur folgende anführen. 

„Beschreibt man aus dem Schwerpuncte eines Systemes von belie- 
„big im Räume gegebenen Zahlpuncten mit beliebigem Halbmesser eine Ku- 
„gel, zieht alsdann von einem beliebigen Puncto der Kugelflache nach den 
„gegebenen Puncten gerade Linien, und multiplicirt die Quadrate derselben 
„mit den den Puncten zugehörigen ZaUen, so bleibt die Summe dieser Pro-* 
„ducte immer dieselbe, wie man auch; den Punct auf der Kugelfläcbe antteb- 
„men möge.'' 

Der Beweis dieser Verallgemeinerung des bekannten Appollonischen 
Satzes ergiebt sich unmittelbar aus (IL) und (IIL), indem man aus diesen 
Gleichungen erh&lt: 

IV. ii,.PJl-f-ii2.P^2+ .... a^.PAl 
= a,.S^Al+a,.S„j^+...\a„.SnAli^s,PSl 
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Der Ausdruck aaf der linkeii Seite bleibt offenbar so lange constant, 
als PSn eine nnverfinderliche Gröfse behält. 

Bemerken wir, dafs die Coefficienten Hx, 02^ .... a„, s^ alle positiv 
sind, so lesen wir in der vorigen Gleichnng noch folgenden Lehrsatz: 

^Zieht man von dem Schwerpuncte eines Systems von Zahlpuncten 
^nach den einzelnen Puncten gerade Linien nnd multiplicirt die Quadrate die- 
,,ser Geraden mit den zugehörigen Zahlen, so ist die Summe dieser Produete 
^kleiner als die Summe Ahnlich gebildeter Produete fär jeden beliebigen an- 
„dern Punct, der nicht mit dem Schwerpuncte zusammenfSSlIt/' 

Es ist übrigens dieser Satz nur ein specieller Fall eines allgemeinen 
und umfassenden Satzes, welcher sich in dem Programme des Clever Gym- 
nasiums von 1834 aufgestellt findet. 

,,Bezeichnet man fflr ein System von Zahlenpuncten die Summe der 
„Produete der zugehörigen Zahlen in die Quadrate der Entfernungen ei- 
gnes beliebigen Punctes P von den gegebenen Puncten mit E, und die 
„Summe der Produete derselben Zahlen, zu zwei genommen, in die Qua- 
„drate der Abstände der entsprechenden Puncto von einander mit Q, so hat 
„man fär die Entfernung des Schwerpunctes des Systems S^ von jenem 
„Puncto P stets: 

„in welcher Gleichung s^ wieder, wie oben, die Summe der den Zahlpuncten 
„zugehörigen Zahlen bezeichnet/' 

Nimmt man nämlich den willkflhrlichen Punct P allmfihlig in den ver- 
schiedenen Puncten des Systems an, und vertauscht demgemäfs in der Glei- 
chung (IV.) P nach und nach mit A^^ A^^ ^3, • ... Jl., so erhält man, da 
die Linien AxA^^ A2A2J .... A^A„ sämmtb'ch =0 sind, die n Gleichungen: 

a2.AiAi'\-ay.AiAl-\- .... a^.AiA] 

= a,.S,A\^a2.S,Al^....a,.S,A\^8,.A,Sl, 

= a^.S^Al^Oi.S^Al^ m^.S^Al-^-s^.AiSl, 

ai.AnAi-\'ä2.A„Ai-f- . . . . o„^i.A^A„^i 

= ai.SnAl'{-a2.SnAl'\' Cn.S^Al-j^s^.A^S^. 

Multiplicirt man nun die erste Gleichung mit ai, die zweite mit n?, .... 
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die nie mit a^ und addirt sammiliche Gleicfattdgen , indem man bemerkt, dafs 
a^^^.a^.A,^^iAl = a^.a^,i.A^Al^t ist, Sö erhält man, wenn man durch 
2 auf beiden Seiten dividirt, 

V. ai.a2.AiAl-\'ai.az.AiAl'{' .... ii2.«3.-42-43-|- • •• . 03^4.213-44 -f • •• • 

an^i.ün.A^^iAl = s„[a^.S^Al'^a2.S^Al-\' . . .'. a^.SnAl]^ 

oder nach (IV.) 

mithin, der angezeigten Bezeichnung gemäfs: 

Q = s„[E-s,.PS'^U 
folglich 

VI. PS, = ±^(s,.E^Q). 

Mittelst dieser Formel läfst sich also die Entfernung des Schwer- 
puncles von einem willkflhrlich angenommenen Puncte blofs durch die ge- 
genseitige Lage der gegebenen Puncte . und ihre zugehörigen Zahlen bestim- 
men. Durch seine Entfernungen von drei Puncten ist seine Lage bekannt- 
lich völlig bestimmt und es verschwinden alle fremdartigen Stflcke aus der 
obern Gleichung , wenn man fOr dieselben drei Puncte des Systems annimmt. 
Analytische Beweise dieser Formel haben Lagrange in der Theorie des 
fonctions, pag. 362. und in der Mec. analytique. ,T. I. SecL HL No. 20., 
so wie Laplace in der Mec. Celeste. II. Chap. HL No. iS. zu dem ge- 
dachten Zwecke gegeben. Es läfst sich aber dieselbe Formel auch zur un- 
mittelbaren Berechnung der Mittelkraft eines Systems von Kräften anwen- 
den, welche sich in einem Puncte schneiden und der Gröfse und Richtung 
nach durch gerade Linien dargestellt sind, indem diese stets gleich ist der 

■ 

Entfernung des Schwerpunctes der Endpunkte dieser Linien von dem ge- 
meinschaftlichen Angriffspuncte , multiplicirl mit der Anzahl der Kräfte. Die- 
ser und andere bezflgliche Sfitze finden sich ebenfalls in dem oben gedachten 
Programme. 

4. Betrachten wir den besondern FaH, in welchem alle Coefficienten 
^19 ^2 9 ^39 tfn = l sind, so verwandelt sich die Gleichung (III.) in: 

S„ J?-[-Ä„ JJ+ .... S^Al = iAAi+iS^Al+ .... 2^S„^,AU 

und enthält mithin den Beweis des im II. Bd. d. J. No. 63. aufgestellten 
Lehrsatzes. 
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Wir kßoneii unter deradben Voraussetzung ebe Reihe geometri« 
tdier S8lM aus den obigen Formeln herleiten; z»B. folgende; 

19 In jedem Tetraeder ist: 1« Die Summe der Quadrate zweier 
gegeniiberstehenden Kanten^ nebst dem Yierfaohen derjenigen GeradeUi 
welohe ihre Mitten verbindet) gleich der Sunmie der Quadrate der 
nbrigen Kanten« 2« Die Summe der Quadrate der drei Geraden^ 
welche die Mitten der gegeDÜberstehenden Kanten verbinden 9 oder 
der Entfernungen des Schwerpunctes von den vier Spitzen , ist gleich 
dem vierten Theil der Summo der Quadrate der sechs Kanteut*' 

Fernen 

II In jedem Parallelepiped ist die Summe der Quadrate der vier 
Diagonalen gleich der Summe der Quadrate der zwölf Kanten» '' 
Und iihnfachep 

Wir wollen indessen hierauf nicht welter eingehen; dagegen einen 
andern^ soviel wir wissen^ neuen Lehrsatz hier anknapfeny indem er als ein 
zweckmiiisiges Beispiel dienen durfte | un| den Gebrauch der obigen For* 
mein zu zeigen« 

II Begegnen drei Geraden 1 welche sich In einem Puncte P unter 
II rechten Winkeln schneideui einer Kugel | deren Mittelpunct C sei| und 
II verbindet mani indem mao das System dieser Geraden qm den ge* 
II meinschaft liehen Durchschnittspunct P sich drehen läTsti in jeder seiner 
iiLagen| je drei der Durchschqittspiincte mit der Kugel durch Sehnen zu 
II Dreieckeui so ist der geometrische Qrt fiir die Schwerpuncte dieser Drei» 
necke eine Kugel | deren Mittelpunct auf der festen Geraden PC und 
II zwar von C aus in einer Entfernung liegt| welche gleich f PC ist« Eben so 
pj ist der geometrische Ort der Schwerpuncte der Pyramideui deren Grund« 
9i48chen jene Dreiecke sind^ und deren Spitzen in dem Puncto jP liegeui 
II eine Kugel, deren Mittelpunct auf jP(7 in einer Entfernung von C aus 
II liegt I welche gleich \PC Ist. Der Halbmesser der ersten Kugel ist, 
uWenniS den Dalbmesser der Kugel (7 bedentet| gleich jt^(;iH^-^2PC% 
i,der der letztern }^(3lP—2PQy 

Bezeichnen wir numlidi Fig. 11« drei der Durohschniltspuncte der 
drei Geraden mit der Kugel dnrdi D, E, F und den Schwerpunct des durch 
ÜB bestimmten Dreiecks DFE mit S, so haben wir zunächst | weil die 
Dreiecke DPF, DPE, FPE bei P rechtwinklig sind| 

Crdle^ JonrMl 4. M. Bü. XYIU. Hft. 2. 
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DF^ z=z Piy + PF"^ FET^PF'^PE^ DE^ ::=z PEP + PD", 

abo 

1. DF'+FE'+DE^ t= aiPF'+PE^ + Piy). 

Zieht man nun von P nach iSf die Gerade PS, so ht nach Formel (V«) 

2. DF'+FBP+DE^ = iiPF' + PE^+PD^^i.PS')^ 

mithin I wenn man beide Gleichungen yerbindet| 

3. DF'+FE'+DE' = 18 PS\ 

Man erhalt aber auoh^ wenn man die Halbmesser CF, CE, CD und nach 

i$ die Linie CS zieht , nach derselben Formel: 

4. DF'+FE'+DE' = 3(3Ä^— 3-C»^ = 9(Ä^— Cfif)^ 

also aus (3.) und (4«): 

2PS^ = jB'— ßS^ oder 5. 2 PS' + CS' = E". 

Denken wir uns nun den Punct P mit der Zahl 2 und den Punct C mit 

der Zahl 1 bezeichnet^ und ziehen von dem Puncto S nach dem Schwer- 

puncto T dieser Zahlpuncte, welcher also um ^PC von C aus auf PC 

liegt^ die Gerade ST, so ist nach Formel (L/ 

2.PÄ'+Cä* = iPC' + '6.ST\ 

mithin^ gemab der Gleichung (S.\ 

3SF' +f PC^ = IP oder SF = l ^(ßK'—iPC'). 

Um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen ^ konnten wir 
wieder direct verfahren; wir gelangen aber auf folgende Weise kürzer 
zum Ziele» 

Es sei S' der Schwerpunct der Pyramide PDET, welcher be« 
kenntlich auf der Liuie PS liegt ^ und durch S', in der Ebene SPC, die 

Linie S'jy parallel mit ST gezogen, so ist |I' = |r = g^=. Jj also 
Pr:=:^iPT^ \PC oder CTz=^iCP, und ST ^i ST ^IV^CiE'-^CP^. 
Liegt der Punct P auf der Kugelfluche, so ist CP = R, also 
ST=^ und ST^\R. Eine interessante Beziehung. 

Nehmen wir an, die drei Geraden berührten die Kugel, so i^t 
PE^PF^PD, aho PC ^ 3 PE'=z 3 (PC- R'), oder 2PC*=:3ir/ 
mithin ist sowohl AT als S'T—0, femer Cr=iPC=iÄ/"{ =Ä/^| 
und CT^iPC — iR^i. Es liegen also die Schwerpuncte S, S" in 
diesem Falle immer auf der Linie PC in den für CT, CT angegebenen 
Entfernungen von C. 
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bt PC > i2 /" 1 # M wird der obij^e Wertb von ST imaginairi imd 
wir MhAo ahop dab PCssH/'f die grolste Entfemung ist ^ in welober 
der gemeiDScharUiohe Durchschnittspunot dreier unter sich reoht winkliger 
Geraden liegen kann^ wenn sie sSionytljob der Kugel C begegnen sollen« 

Sohliefslich mSge noeh ein analytischer Beweis des obigen Satzes^ 
da er nicht weniger einfach sein dSrftoi hier eine Stelle finden. 

Nehmen wir nSmlich den Anfängspunct rechtwinkliger Coordinaten 
Im Puncte P und die drei sich rechtwinklig in P durchschneidenden 6e* 
reden PD, PE, PF als Axen der x, y, z an^ und bezeichnen die Coor- 
dinaten des Mitfelpunctcs der Kugel durch a^ ß» 7» so haben wir^ welche 
immer auch die ILage der Axen gegen PC sein mogei für die Gleichung 
der Kugel; 

also (Br di« Coordioaten der Durolucboittspuncte der Kugel mit deo drei 
Axen, in jeder Lag« derselben : 

* = flt ±1^(1^-03' +y)), / = o, « = 08 

« = 7±V^(Ä'-(a' + ß')). y = 0, « = 0, 
Bezeiohnen nun X, Y, Z die Coordinaten des Sohwerpunotes S eines der 
durch drei dieser Durobschoittupunote bestimmten Dreieoks, so ist be- 
kanntlich hiernach 

X=:fl«±^(Ä'-.(ß> + y))], 

Die Coordinaten des ersten Drittels T der Mnien IPC, von P aus, sind 
aber xs ^^ xss-^, « = -&-# Setzt man nun diese Werthe der Coor* 



3 > 3 ' 3 

dinaten der Puncte 8 und T io die allgemeine Formel 

so findet man sogleich 

= i(^-f(a' + ^ + y))» 

oder, da a' + ^ +7* = ^C^ »•*» 

AT» SS \ (3 JP— 2PC«), 

also 

ST c= i^(3ir— 2PC'). 

24* 
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Eben M etgieht fSch^ wenn man bemerkt ^ dafii man fSr fie Coordinaten 
X'ß T\ 2f des SöhwerponoCea & emer der in Rede stehenden Pjrami» 
den die Ausdrocke 

Xf « i[a±/'(lP-ÖJ*+y'))], 

bat und dals die Coordinaten des ersten Yierteb T* auf JPC> von P aäSi 
arsia^ yesißi «»iy und» fnr SfT", duroh Substitution in die« 
selbe Formel: 

Äf3r = TV(3Ä'— SCa'+ß'+v')) oder fif'2r=l^(31P— 2PC?). 
Da in den Werthen von ST und S'T niofats vorkommt, was auf die Lage 
der Axen Bezug haben konnte, so ist unser Sats bewiesen» 

CleTOi im August 1835« 
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Aoflösang der 10. Aufgabe im Anhange zum 1. Bande 
des Steinerschen Werkes ^^Systematische Entwicklung 

der Abhängigkeit etc^ 

(Tom Hern A. Krämer^ Stad, philos. ra Berlin.) 



^Zwd heliehige prqfectivische Geraden A^ A^^ in einer Ebene so zu le^ 
gen, dafs eie einen Krm erzeugen CS* 40. I.JT 

Es seien A und Ai (Fig. 12.) zwei Tangeofen eines Kreises und t 
und fi die Berabrungspuncfte. Nach $• 37« des Stmier'sohen Werkes sind 
die genannten Geraden in Bezug auf die Puoote a und a^ 6 und bn b 
und bi»».v 10 woloben sie von andern Tangenten des Kreises a,b,d,.... 
geschnitten werden ^ projectivisoh ^ und namentlich sind in ihrem Durch« 
schnitte die den BerBhrungftpuncten c und fi entsprechenden Puncte e^ 
und f rereinigt« Die beziehlich mit Aif A parallelen Tangenten r^q sind 
die sogenannten ParalleUtrahleu dieser Graden* Die Durchschnitte dersel« 
ben tfC{ liegen so^ dafs die Linie rqi durch den Mittelpuoct M des Krei« 
ies geht und die Abschnitte fr, Ufi einander gleich sind« Femer liegen 
in A, Ai die Beriihrungspuncte e^ f und die Puncte t, q beziehlich auf 
dnerlei Seite der rereinigten Puncte f > Ci i und zwar befinden sich t, f be« 
zwischen f^ ei und r^ qi* 

bisher an Fig. 12. beobachteten Eigenschaften^ sowohl der Gra» 
den A, Ai selbst als ihrer Lage^ müssen offenbar stattfiodeui so oft zwei 
projectiyiscbe Geraden so gelegt worden sind^ dals sie einen Kreb erzeu« 
gen; Jene Eigenschaften lassen sich daher umgekehrt als die Bedingungen 
aufTassen^ unter welchen allein es möglich ist, zwei projectivische Geraden 
auf die verlangte Weise zu legen« Es ist nun im Voraus zu bemerken^ 
daCi projectivibch ahnliche oder gleiche Geraden aus der gegenwärtigen Uo* 
tersuchuog wegfallen, weil sie ($• 40. a« a» O.) stets nur Parabeln erzeugen 
kfinnen« Daher ist im Folgenden der Ausdruck ^i beliebige projectinsche 
Geraden'' nur mit der Einschränkung zu verateheui dals die Geraden we« 
der projectivisch iibnUch noch gleich sein dürfen. Wie nun aberi wenn 
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in zwei Graden die projectivisohe Beziehung durch drei Paare enttpreohender 
Puocte^ a, h, b und Oi, hi, hi, begtimnit ist, die Dur^hschschniUe r^ qi 
der ParalleUtrahlen und die fiämmthohen übrigen entsprechenden Puncten« 
paare aufgerunden werden kdpnen, ist in $.24« III. , a. a. O. erörtert« 

Die zwei Puncto f^ c, zweier beliebiger projectivisohen Geraden 4^ 
A^f welche in dem Durchschnitte der letztem zu vereinigen sind| damit 
ein Kreis erzeugt werde, unterliegen nach dem Obigen einer doppelten 
Bedingung. Um nun sämmtlicho Punctenpaare f^ ei*»». in A^ Ai zu fin- 
den , welche dieser Bedingung Follstündig genügen , denke man sich die 
Geraden aufeinander gelegt , und zwar so, dafs die Puncto t, C|i zusam* 
mentreffen. Liegen (Fig. 13.) A, Ai gleichiiegend aufeinander ($. 10. a. a. O.) 
so treffen keine solche Punctenpaare zusammen , nach deren Vereinigung 
im Durchschnitte der genannten Goraden diese einen Kreis erzeugen k6n- 
Den j da jedem zusammenliegenden Punctenpaare f ^ bi ein jenseits r^ ({^ 
liegendes Paar b^ fi entspricht. Sind Ay A^ ungleiohliegend aufeinander* 
gebracht (Fig. 14«), so fallen, zu rerschiedenen Seiten und in gleichen Ab*- 
ständen von r, C|o ^wel entsprechende Punctenpaare 9» g^ und 1^^ f^i zu« 
sammen (f. 15. 1. a^ a. 0.). Von den in der Strecke g ^ (gi ^i) zusammen« 
liegenden Punoteopaaren^ z. B. c^ 6i , darf deshalb keines im Durchschnitte 
der Geraden vereinigt werden^ weil ihre entsprechenden 6^ Ci und die 
Puncto X, C{), nicht auf einerlei Seite jener Puncto c^ b liegen. Dagegen 
wird zu beiden Seiten der Strecke ()l^ {^i, ^i) jedes zusammenliegende 
Punctenpaar f^ c^; 1&# Ci u.s. w. der Forderung Genäge thun^ 

Bat man nun eines der genannten Punctenpaare ^ etwa fi fi^ im 
Durchschnitte der Geraden ^^ A^ vereinigt (Fig. 12.)| so ist noch übrig, den 
Winkel zu bestimmen , unter welchem dieselben zu einander geneigt sein 
müssen, damit sie einen Kreis erzeugen« Dab derselbe nicht willkiihrlich 
seil sieht man daraus, dals das begrenzte Stuck o di irgend eines Prc^ectionsr* 
Strahles a der Summe der Abstünde ae und aif^ gleich seid mub; oder 
auch daraus, dafs die zwei aus der Mitte ilf von rqi naph den BerShrungs* 
puncten t, fi gezogenen Linien Mt, üf f^ bezieblich auf Af A^ senkreoht 
stehn müssen. Letztere Eigenschaft beruht darauf, dafs, wenn A, A^ ei- 
nen Kreis erzeugen, M der Mittelpunct des Kreises ist, und ferner auf 
der Eigenthumliohkeit des Kreises, dals der nach dem BerBhrungspuncte 
dner Tangente gezogene Radius senkrecht auf der letztern steht. Da nun 
das oonstante Rechteck cr.fiqi oder ar.axqissriüf^ ist ($• 12. und $• 37. 
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a« a« 0.)| 80 hat man A, Ag »o gegeneioaDder so imgen^ dab der Ab« 
gtand der Punote r, qi von einander gleich ist der doppdten mittlerea 
Proportionalen zwischen den Seiten des constaoten Rechtecks at.aii^t, 
also s=2rft oder =&3r^; und swar ist dieser Abstand r()i> falls A, Ax 
einen Kreis erseugeoi derselbe^ man mag ron den oben naher bezeichne« 
ten Punctenpaaren f^ fi; h^ €ii o« s« w. im Durchschnitte der Geraden ver« 
einigen I welches man will« 

Vereinigt man ein in der Lage^ wie sie Fig. 14« darstellt^ niiher als 
f > <i c^n d^ di^ folglich auch an r^ qi liegendes Puncteopaar a> u im Durch- 
schnitte Ton Aj Ai, so wuchst der Winkel ^ welchen die genannten Gera« 
den bilden* Denn nach dem Yorigen mu(s auch jetzt rqiss2r9 sein; 
und die Schenkel ax, iiqi des nunmehr entstehenden gleichschenkligen 
Dreiecks orqi sind kleiner als die Schenkel fo cqi des gleichschenkligen 
Dreiecks frqi> wahrend die Grundlinie rqi in beiden Dreiecken dieselbe 

m 

ist. Zugleich nimmt aber -der Radius des Kreises ab» Denn es ist 

fr^f^qt SS ar.aiqi ss rüT^ 
und hieraus 

f<*fi^i + cr.fiqi « «i.Oiqi + ir.aiqi; 
aber offenbar 

cr.fiq4<tr.aiqo 
sonach 

f<*fiqi>ai-aiqi« 

Nun sind aber die Ausdrucke /^Cf <»(iqi}(= /'(fe.er)) und /'(oi.Oiqi) 
(s=/(ai.tr)) beziehlich gleich den Radien derjenigen Kreise ^ welche er« 
zeugt werden kooneui wenn man die Puncto f^ ti und a, h im Durch« 
schnitte Ton A, Ag yereinigt; folglich ist der Radius des letztem Kreises 
kleiner als der des ersteren« 

Yereinigt man die Puncto g und g^ (oder ^ und ^i) im Durchsdinitti*^ 
wSbrend zugleich der Abstand rq seine Grofiie =2tg behält i so Rillt 
der Durchschnitt 9^ 9i mit dem Mittelpuncte üf von rq^ welcher zugleich 
üfittelpunct des erzeugten Kreises ist^ zusammen. Der Winkel der Gera« 
den A, Ai ist =2r^ d, h« die Geraden fallen gleichliegeod aufeinander« 
Der Radius des Kreises ist gleich Null^ weil die im Durchschnitt zusam- 
menliegenden Puncto g^ gl j zugleich die Berühruogspuncte von A^ Ag mit 
d«n Kreise sind. Alle übrigen Tangenten an denselben ^ aüg, bhgj qqi> 
u. s. w. gehen duroh den Punct g gi oder M. 
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Denkt man sich den Durchschottt von A, A^y welofaer sidl fort* 
wahrend in der auf r()i (Fig. 12.) Im HalbiruugftpuooteJf senkrechten Gera* 
den i9 befindet, ins Unendliche fortgerBckt : d« h« Tereinigt man die unend« 
Heb entfernten Puncte q , ri der Geraden A, Ai tn ihrem Durchschnitte^ so 
sind die lotsteren parallel | aber ungleichliegend« Die BerSbrungspuncte 
sind in diesem Falle r^ q^ und rqi, Mrelche in r nnd f^i senkrecht auf 4; 
Ai steht, ist der Durchmesser des Kreises« 

Das Bisherige llüst sich auro Schlmse fotgendermaalsen zusam* 
men&ssen : 

hegt man xwd hellehige prqfecütUcAe Geradem A, ki so, iafe 
äÜB DurchschmOe t, cii der ParaUelstrahlen um 2r9(ss2r^) van mum^ 
der abstehen und dafs im Durchschnitte der Geraden hyend zwd PunUe 
\, ti terei$üfft sind, welche, beziehGch van t, q^ an gerechnet, Uber g, gi , 
oif€r ^, ^i hinaus und um ffl^he Abstände rf> eiqi van t, q^ en^kmt 
liegen: so befinden siehA, Ai in der durch dieAußfobe verlangten hagss 
Läfst man nunmehr die Geraden sich um £e als fest gedachten Puncte 
t, qi drehen, in der Weise, dafs ihr DurchsckmU in der auftc^^ imUaU 
Urungspuncte M senkreckten Geraden S fortrückt: so sind dieselben, nebst 
allen ihren Prqfectionsstrahlen, die sämnUlichen Tangenten dnes verän^ 
derlichen Kruses, dessen Mittelpunct stets M ist, dessen Radius aber sich 
im directen Verhältnisse mit dem Sinus des Winkels ändert, welchen nne 
der Geraden, etwa A, mit der festen Linie rqi bildeL 
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Heber die Zusammensetzung unendlich kleiner 

Drehungen. 

(Vom Hrn. Prof. J. F. Möbius zu Leipzig.) 



mßev vorliegende Aufsatz über die Zusammensetzung unendlich kleiner Dre- 
hungen ist eine weitere Ausfahrung Dessen, was ich in dem unlängst von 
mir herausgegebenen Lehrbuche der Statik (§. 183) über diesen Gegenstand 
gesagt habe. Es wird daselbst zuerst auf die bisher gewöhnliche analytische 
Art der schon seit lange bekannte Satz*) bewiesen, dafs unendlich kleine 
Drehungen am Axen, welche sich in einem Puncte schneiden, nach dem- 
selben Gesetz, wie Krfifte, zu einer mittleren Dr^ung sich vereinigen lassen. 
Hieraus wird mit leichter Mflhe weiter geschlossen, dafs auch in allen übri- 
gen Fallen die Zusammensetzung und Zerlegung der Drehungen ganz auf 
dieselbe Art wie bei Kräften bewerkstelligt werden kann. Zuletzt wird noch 
auf die durchgreifende reciproke Beziehung zwischen Kräften und Drehungen 
aufmerksam gemacht und gezeigt, wie auch die Lehre von den statischen 
Momenten der Kräfte und damit alle die bisher gefundenen merkwürdigen 
Sfitze dieser Theorie auf Drehungen vollkommene Anwendung finden. 

Die hier gegebene Darstellung dieser Gegenstande unterscheidet sich 
von der dortigen, aufser durch gröfsere Ausfflhrlicbkeit, hinzugefügte Bei- 
spiele und einige daraus gefolgerte geometrische Sätze, hauptsächlich dadurch, 
dafs, während ich dort analytisch zu Werke ging, ich mich hier der Con- 
struction bedient .habe. Es veranlafste mich hierzu die Erwägung, dafs für 
einen Gegenstand, der ganz in das Gebiet der Geometrie, und noch dazu 
des elementaren Theiis derselben gehört, eine reine geometrische Behandlung 
die zweckmäfsigste ist. Ist es mir auf diesem Wege gelungen, den Gegen- 
stand einfacher als sonst zu entwickein, so rührt dies besonders noch daher, 
dafs ich die Theorie der Drehungen mit der Betrachtung zweier einander 



*) Nach Ide (System der reinen und angew. Mechanik fester Körper; Vorrede, 
Seite XIV.) schreibt sich die Erfindung dieses Satzes aus Italien her. — 

CreUe*! Journal d. M. Bd. XVIIf. Hft. 3. 25 
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gleichen aber entgegengesetzten Drehungen um parallele Axen eingeleitet 
habe — eben so, wie auch die Lehre von der Zusammensetzung der Krfifle 
durch Vorausschickung der Theorie der sogenannten Kräflepaare in hohem 
Grade vereinfacht wird *). 

Die einfachsten Bewegungen, welche ein Körper annehmen kann, 
und aus denen alle übrigen sich als zusammengesetzt betrachten lassen, sind 
die drehende Bewegung um eine in Ruhe bleibende Axe und das parallele 
Fortrücken, oder auch nur die drehende Bewegung allein, da man das 
parallele Fortrücken als eine Drehung um eine unendlich entfernte Axe an- 
sehen kann. Sind demnach zwei verschiedene Lagen eines- Körpers gegeben, 
so mufs es immer möglich sein, ihn durch Drehungen um gewisse Axen aus 
der einen Lage in die andere zu bringen. 

Es Ififst sich nun leicht zeigen, dafs zwei Drehungen hierzu immer 
hinreichend sind. Seien nämlich A, B, C (Fig. 15.) irgend drei, nicht in 
einer Geraden liegende Funde des Körpers in der einen Lage und A', B\ 
C, die Oerter dieser Puncto bei der andern Lage des Körpers, also ABC 
und A'B'C zwei einander gleiche und ähnliche Dreiecke. Da ire Lage 
eines Körpers durch die Oerter vollkommen bestimmt ist, welche drei seiner 
Puncto einnehmen, die nicht in einer Geraden liegen, so wird der Körper 
aus der einen Lage in die andere gebracht sein, wenn man das eine der 
beiden Dreiecke ABC und A'B'C mit dem andern zur Drehung gebracht 
hat. Man halbire zu dem Ende die Linie AA* durch eine sie normal 
schneidende Ebene a, und man wird A mit A* durch Drehung des Körpers 
um irgend eine in a enthaltene Axe zur Golncidenz bringen können. Eben 
so wird iB mit B' zusammentreffen, wenn man den Körper um eine be- 
liebige Axe dreht, welche in der die Linie BB^ rechtwinklig halbirenden 
Ebene b begriffen ist. Dreht man folglich den Körper um die gemeinschaft- 
liche Durchschnittslinie (ab) der Ebenen a und b, als Axe, so wird sowohl 
A nach A\ als B nach B' kommen, und zwar gleichzeitig. 

Um das gleichzeitige Zusammentreffen darzuthun, nehme man in der 
Linie (ab) beliebig zwei Puncto M und iV an. Da M, ZV Puncto der 



*) Vergl. den YD. Band, dieses Journals, Seite 205. 
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Ebene a sind , so ist MA s= JUA\ NA = NA, und da M, N zugleich 
Puncte der Ebene h sind, so ist 3tB=:MB', NB^=NB'. Da nun auch 
AB = A'B\ so sind die zwei Pyramiden MNAB und MNA'B' einander 
gleich und Ähnlich und können folglich durch Drehung der einen um die 
gemeinschaftliche Kante ilfiV^ d. i. um (nA), zur Colncidenz gebracht werden, 
wobei, wie zu beweisen verlangt wurde, AB und A'B' zusammenfallen. 

Um endlich noch C auf C zu bringen, hat man nur den Körper um 
die jetzt zusammenfallenden AB und A'B', als Axe, zu drehen. 



§. 2. 

Zusätze, a) Ein specieller Fall, bei welchem der erste Theil 
der oben beschriebenen Operation nicht .anwendbar ist, ist der, wenn die 
Ebene b mit der Ebene ä zusammenfällt. Alsdann sind AA\ und BB' auf 
derselben Ebene a perpendiculair , folglich diese. Linien sowohl, als die 
Linien AB und A'B' in einer einzigen Ebene enthalten; der Durchschnitt 
von AB mit A'B', welcher D (Fig. 16.) heifse, fällt in die Ebene a, und 
es ist DA = DA', so wie DB = DB\ Hier hat man also, um AB 
auf A'B' zu bringen , den Körper um eine in D auf der Ebene AB AB' 
normal errichtete Axe zu drehen. Die Colncidenz von C mit C wird hierauf 
wie vorhin bewerkstelligt. 

b} Nimmt man in dem oben besprochenen Falle, wo die Ebenen a 
und b eine und dieselben sind, in dieser Ebene irgendwo zwei Puncto Bä 
und N, welche mit D nicht in einer Geraden liegen, so sind MNAB und 
MNAB' zwei einander gleiche und ähnliche und zugleich symmetrisch 
liegende Pyramiden. (Liegen die Puncte M und N der Ebene a mit D 
in einer Geraden, so sind MNAB und MNAB' nur ebene Figuren.) 
Und umgekehrt : haben zwei einander gleiche und ähnliche Pyramiden MNAB 
und MNAB' eine symmetrische Lage, so wird eine Ebene, welche die 
Linie AA rechtwinklig halbirt, auch BB' rechtwinklig halbiren und die ge- 
meinschaftliche Kante ilfA^ in sich enthalten. Wenn folglfch die Ebene, 
welche AA rechtwinklig halbirt, dieses nicht auch an BB' thut, d. h. 
wenn die Ebenen a und b nicht zusammenfallen, so ist es nicht mög- 
lich, eine Linie ilfiV so zu ziehen, dafs zwei einander gleiche und 
ähnliche und zugleich symmetrische Pyramiden MNAB und MNAB' 
entstehen. 

25» 



192 13. A. F. MöbiuBß über die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen- 

Es soll diese Bemerkung zur ErgAnzang des in §.1. geführten Be- 
weises dienen. Unter der dort stillschweigend gemachten Voraussetzung, 
dafs die Ebenen a und b von einander verschieden sind, können näm- 
lich, dem oben Gesagten zufolge, die einander gleichen und ähnlichen Py- 
ramiden MNAB und JUNA'B' nicht zugleich symmetrisch sein. Sind sie 
aber dieses nicht, so ist es immer möglich, die eine durch Drehung um- 
ilfA^ mit der andern zur Colncidenz zu bringen. Denn nur in dem Falle, 
wenn sie zugleich eine symmetrische Lage gegen einander haben, ist eine 
Colncidenz auf keine Weise zu bewerkstelligen. 

c) Da die drei Puncto A, B, C ganz willkQhrlich in dem Körper 
genommen werden können, wofern sie nur nicht in einer Geraden liegen, 
und da mit anderer Annahme von A, B, C und den ihnen entsprechen- 
den A', B\ C, in der zweiten Lage des Körpers, auch die Linie MN 
und die nach der ersten Drehung zusammenfallenden Linien AB und A'B' 
ihre Lagen ändern, so erhellet^ dafs der Körper auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten durch zwei Drehungen aus der einen Lage in die andere 
gebracht werden kann. 

. dj Zuweilen reicht schon eine einzige Drehung hin, um den Kör- 
per aus der einen der beiden gegebenen Lagen in die andere zu bringen. 
Dieser Fall kann jedoch nur dann eintreten, wenn die drei Linien AA\ 
BB\ CC einer und derselben Ebene parallel sind. Denn bei einer ein- 
zigen Drehung sind die Wege von A^ B, C Kreisbögen, deren Ebenen auf 
der Drehungs-Axe normal und daher mit einander parallel sind. Wenn 
folglich . durch eine einzige Drehung die Puncto A^ B, C nach A', B', C 
kommen, so sind die Linien AA', BB', CC, als die Sehnen jener Kreis- 
bögen, einer auf der Drehung -Axe normalen Ebene parallel. 

Wir wollen nun untersuchen, ob auch umgekehrt, wenn AAl, BB', 
CC einer und derselben Ebene e parallel sind, die Dreiecke ABC und 
A'B'C durch eine einzige Drehung zur Colncidenz gebracht werden kön- 
nen. Seien zu diesem Ende Sl, S, 6, Sl', 9\ d' (Fig. 17.) die recht- 
winkligen Proj^ctionen von A, B, C, A\ B', C auf e, so ist, weil AA' 
mit e parallel ist, A% = A%\ und ^ben so US = B'S'. Hieraus und 
wegen der rechten Winkel bei 31, Sl', 9, 8', und da AB = A'B' ist, 
folgt weiter, dafs die Vierecke A^SSB und A'%'&B' einander gleich und 
ähnlich sind , und dafs mithin SIS = 31' S' ist. Auf gleiche Art zeigt 
sich, dafs 9(E = 9'(E' und (S9 = S'3l' ist. Es sind folglich die Dreiecke 
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9S(S und %'^'(E' in der Ebene e einander gleich nnd ähnlich, und die 
Ordnang, in welcher bei ihnen die gleichnamigen Ecken aufeinander fol«> 
gen, ist entweder eine und dieselbe, oder nicht. 

Im ersten Falle läfst sich das eine Dreieck durch Drehung um einen 

* Punct 9)t in der Ebene e mit dem andern zur Deckung bringen. Die- 
ser Punct 9)t wird gefunden als der gemeinschaftliche Durchschnitt der zwei 
iti gezogenen, die Linien %%' und SS' rechtwinklig halbirenden 6e- 

. raden a und B, und, wenn a und B zusammenfallen, als der gemeinschaft- 
liche Durchschnitt von 98 und Sl'8' selbst. — Dar Beweis hiervon wird 
auf analoge Art, wie vorhin bei den Körpern, gefQhrt. — In demselben 
Falle wird folglich auch der eine Körper mit dem andern durch eine 
Drehung um eine die Ebene « in 9)t rechtwinklig schneidende Axe m zur 
Deckung gebracht. Denn hierdurch kommen nicht allein Sl, 8, (S gleich- 
zeitig nach Sl', 93', ^\ sondern auch^ da ^A und %'A' einander gleich 
und der Drehungs-Axe parallel sind, A gleichzeitig nach^^ und eben so 
B nach B' und C nach C. 

Im anderen Falle, wenn die Aufeinanderfolge der Ecken in dem 
einen der beiden Dreiecke SISS und %'^'(S! der Aufeinanderfolge der gleich- 
namigen Ecken in dem andern entgegengesetzt ist^ wird zwar ebenfalls 
durch eine Drehung um die Axe m die Colncidenz von 9iSd mit Sl'8', also 
auch von AB mit A'B\ aber nicht von S mit (S! und daher auch nicht 
von C mit C, herbeigeführt. Da nun, wenigstens im Allgemeinen, die 
Colncidenz von 319 mit Sl'S' auf keine andere Weise als durch eine Drehung 
um die Axe m bewerkstelligt werden kann, so ersieht man, dafs in die- 
sem Falle im Allgemeinen zwei 'Drehungen nöthig sind, um den Körper aus 
der einen der beiden gegebenen Lagen in die andere zu bringen. 

Nur dann reicht in diesem Falle eine einzige Drehung bin, wenn 
die Geraden a und i zusammenfallen , also wenn die Dreiecke 9U3(S und 
Sl'S'S' symmetrisch liegen. Alsdann sind 9131', SS', SS', folglich auch AA', 
BB', CC miteinander parallel: nicht blofs mit einer und derselben Ebene; 
und gegen die Ebene, in welcher die Mittelpuncte der drei letzten Linien 
liegen, haben die Dreiecke ABC und A'B'C eine symmetrische Lage. Das 
eine dieser Dreiecke aber wird mit dem andern durch Drehung um die 
Durchschnittslinie ihrer Ebene zur Colncidenz gebracht. 
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§. 3. 

Denken wir ans jetzt, dafs ein Körper dorch Drehungen um drei 
oder mehrere verschiedene Axen aas seiner anfänglichen Lage in eine be- 
liehige andere gebracht werde. Da, wie oben gezeigt worden, jede Orts- 
veranderung eines Körpers, wo nicht durch eine, doch immer durch zwei 
Drehungen bewerkstelligt werden kann, so werden jene drei oder mehrere 
Drehungen, wo nicht mit einer, doch immer mit zweien gleicbgeltend sein, 
sich auf zw^i reduciren lassen, und es entsteht hiermit die Aufgabe: Aus 
den Richtungen dreier* oder mehrerer Axen und aus den Winkeln, 
um welche ein Körper um sie gedreht wird, zwei Axen und die ihnen 
zugehörigen Drehungswinkel zu finden, dergestalt, dafs die durch 
letztere Drehungen bewirkte Aenderung der Lage des Körpers eiher^ 
lei mit der durch erster e Drehungen hervorgebrachten Lage^AendC" 
rung ist. 

Die Lösung dieser Aufgabe in ihrer völligen Allgemeinheit möchte 
zu einem ziemlich verwickelten Resultate fahren. Wir wollen uns daher 
gegenwärtig auf den möglichst einfachen Fall beschränken, in welchem die 
Drebongswinkel unendlich klein sind, und wo es eben deshalb nicht auf 
ihre absoluten Werthe, sondern nur auf ihre gegenseitigen Verhältnisse 
ankommt. 

§• 4. 

Bei jeder Drehung kann man seinem eigenen Körper eine solche 
Lage geben, dafs die Drehung nach einer und derselben Richtung, etwa 
von der Linken nach der Rechten gehend, erscheint Man nenne hiemach 
die positive Richtung ihrer Axe diejenige, bei welcher, wenn mit ihr die 
Richtung von den Fflfsen nach dem Kopfe zusammenfallt, die Drehung 
naeb der Rechten gebt. Die Gröfse des unendlich kleinen Drehungs- 
winkels drücke man durch einen ihm proportionalen Theil der Axe ans 
und versiehe hiernach unter der Drehung AB eine der Länge AB pro- 
portionale Drehung um eine Axe, deren positive Richtung vom Puncto A 
nach dem Puncto B geht. Und eben so, wenn es ohne weiteren Zusatz 
keifst, dafs der Körper um AB gedreht werden soll, werde durch AB 
die Richtung der Axe und die Gröfse der Drehung zugleich ausgedrflckt 
angenommen. 

Sind daher A, B, C, D, . . . mehrere in einer Geraden liegenfle 
Puncto, so sind die Drehungen AB und BC gleich wirkend mit der ein* 



13. A. F. MöbiuBß über die Zueammensetzung unendlich kleiner Drehungen. 195 

zigen AC, die Drehaogen AB, BC and CD gleichwirkend mit der ein- 
zigen AD, n. 9. w., in welcher Ordnung auch die Poncte aufeinander 
folgen mögen. 

§. 5. 

Bei der Drehung AB (Fig. 18.) beschreibt der Pnnct P des Körpers 
eine unendlich kleine, auf der Ebene ABP perpendiculaire Linie, welche 
proportional mit der Gröfse der Drehung, d. i. mit AB, und mit der Ent- 
fernung des Punctes P von AB, also proportional mit der Dreiecksfläohe PAB 
ist. Die Richtung aber, nach welcher sich P bewegt, ist einerlei mit der 
positiven Richtung einer Axe, welche einer, ihrem Sinne nach, durch die 
Aufeinanderfolge PAB angedeuteten Drehung zukommt. Ist nämlich PP' 
der von P beschriebene Weg, und erscheint dieser, wenn AB die Rich- 
tung von den Fflfsen nach dem Kopfe ist, nach rechts gehend, so wird 
auch, wenn PP' zur Richtung von den FOfsen nach dem Kopfe genommen 
wird, die Richtung AB, folglich auch der Sinn der Drehung PAB, nach 
rechts gehen. 

Bei mehreren Drehungen AB, CD, .... um Axen, welche in einer 
und derselben Ebene liegen, sind daher die Bewegungen eines in derselben 
Ebene befindlichen Punctes P nicht blofs der Gröfse, sondern auch dem 
Zeichen nach, den Dreiecken PAB, PCD, .... proportional, indem die 
bei den Drehungen AB und CD auf der Ebene normalen Wege von P 
nach einerlei oder entgegengesetzten Seiten dieser Ebene gerichtet sind, 
]|e nachdem die Folgen PAB und PCD von einerlei oder entgegengesetz- 
tem Sinne sind, also die Dreiecke PAC und PCD einerlei oder verschie- 
dene Zeichen haben. 

§. 6. 

Seien A, B, C, D (Fig. 19.) die vier aufeinander folgenden Ecken 
eines Parallelogramms, und C D' die Oerter, welche die anfänglich mit 
C^ D zusammenfallenden Puncto des Körpers nach einer Drehung AB 
einnehmen. Eben so seien A', B' die Oerter der anfänglich mit ^, 17 
zusammenfallenden Puncto des Körpers nach einer Drehung CD, Da die 
Puncto C, D* resp. den C, D unendlich nahe liegen , so bleiben sie bei 
der zweiten Drehung CD unverrQckt, und die nach beiden Drehungen von 
A, B, C, D beschriebenen Wege AA', BB, CC, DD' sind auf der 
Ebene ABCD rechtwinklig und resp. proportional den Dreiecken ACD, 
BCD, CAB, DAB, also einander gleich: auch dem Zeichen nach; so dafs 
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durch beide Drehungen ein paralleles FortrOcken des Körpers ohne Drehung 
um eine der Hftlfte des Parallelogramms ABCD pit^oportionaie Linie be- 
wirkt wird. 

Ueberhaupt also erzeugen zwei einander gleiche aber entgegen'^ 
gesetzte Drehungen um zwei parallele Axen ein auf der Ebene der Axen 
perpendiculares Fortrücken, welches dem Producte aus dem gegenseitigen 
Abstände der beiden Axen in den Drehungswinkel proportional ist. 

§. 7. 

Seien A, B, C drei nicht in einer Geraden liegende Puncte, und 
werde der Körper nach und nach um AB, BC, CA gedreht. Ein in der 
Ebene ABC befindlicher Punct P des Körpers rfickt dabei rechtwinklig 
auf der Ebene fort, um Linien, die den Dreiecken PAB, PBC, PCA pro- 
portional sind. Die Totalverrfickung von P ist daher der Summe dieser 
Dreiecke, mit gehöriger Berücksichtigung ihrer Zeichen, proportional. Diese 
Summe ist aber gleich dem Dreiecke ABC, also unabhängig von dem 
Orte des Puncles P in der Ebene ABC. Mithin rflckt jeder Punct dieser 
Ebene ^ und folglich der Körper selbst, perpendicular auf derselben, um eine 
der DreiecksflAche ABC proportionale Gröfse fort. 

Zusatz. Auf gleiche Art wird bewiesen, dafs auch bei einem 
mehrseitigen ebenen Vieleck, wenn jede seiner Seiten nach der Richtung 
genommen wird, nach welcher sie von einem den Perimeter des Vielecks 
beschreibenden Punct durchlaufen wird, der um jede Seile um einen ihrer 
Länge proportionalen Winkel gedrehte Körper perpendicular auf der Ebene 
des Vielecks um eine der Fläche des letzteren proportionale Linie fortrflckL 

Dieses parallele FortrQcken des Körpers findet selbst dann Statt, 
wenn das Vieleck kein ebenes ist. Denn sind z. B. A, B, C, D vier 
nicht in einer Ebene liegende Puncte, so bewirken dje Drehungen AB, 
BC^ CA ein auf der Ebene ABC perpendiculares FortrOcken, und die 
Drehungen AC, CD, DA ein auf der Ebene ACD perpendiculares Fort- 
rflcken. Von der einen Seite reduciren sich ■ aber diese 6 Drehungen auf 
die vier AB, BC, CD, DA, indem sich CA und AC gegen einander auf- 
heben, und von der andern erzeugen zwei verschieden gerichtete parallele 
Fortrflckungen in Verbindung ein paralleles Forirflcken nach einer mittleren 
Richtung. 
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§. 8. 
Seien wiederum A^ B, C, D die vier Eeken eines Parallelogramms, 
in ihrer Aufeinanderfolge, so sind die zwei Drehungen AB, CD gleich- 
wirkend mit den dreien AB, BC, CA, indem erstere sowohl (§.6.), aIs 
letzlere (§.7.), ein dem Inhalte des Dreiecks ABC proportionales und auf 
seiner Ebene perpendiculares Forlrücken nach derselben Seite hervorbringen. 
Mithin sind auch, wenn auf beiden Seiten die Drehungen BA, CB hinzu- 
geffigt werden, die zwei Drehungen CB und CD gleichwirkend mit der 
einzigen CA; d. h. zwei Drehungen , deren Axen sich in einem Puncte 
schnöden, lassen sich zu einer einzigen zusammensetzen, welche, der 
BichtUng ihrer Axe und ihrer Gröfse nach, durch die Diagonale eines 
Parallelogramms, ausgedrückt wird, in welchem die anliegenden Seiten, 
ihrer Richtung und Gröfse nach, die erstem Drehungen vorstellen. 

Zusatz. Aus der Zusammensetzung zweier Drehungen, deren Axen 
sich schneiden', mufs sich die Zusammensetzung von Drehungen um parallele 
Axen, als ein specieller Fall der erstem, herleiten lassen, da parallele Axen 
auch als solche angesehen werden können^ welche sich in unendlicher 
Entfernung schneiden. Indessen läfst sich dieser besondere Fall auch un- 
mittelbar durch Anwendung des in §. 6 erhaltenen Satzes behandeln. 

Seien ABCD und FGHl Fig. 20. zwei in einer Ebene liegende 
Parallelogramme, und ihre Flächen auch den Zeichen nach einander gleich, 
so dafs durch die Folgen ABC und FGU einerlei Sinn «der Umdrehung 
ausgedrfickt wird. Alsdann haben die Drehungen AB und CD gleiche 
Wirkung mit den Drehungen FG und HI, da jedes dieser Paare von Dre- 
hnngen ein auf der Ebene ihrer Axen perpendiculares, nach einerlei Seile 
gerichtetes und dem Inhalte der Parallelogramme proportionales FortrAcken 
hervorbringt. Es heben sich daher die vier Drehungen AB, CD, GF, 
IH gegen einander auf. Werden nun noch, was immer möglich, die zwei 
Parallelogramme in einer solchen Lage gegen einander angenommen,' dafs 
CD und GF in dieselbe Gerade fallen und darin einerlei Richtung haben, 
so ist diese Gerade parallel mit AB und IH und liegt zwischen ihnen, in 
Abständen, die sich wegen der Gleichheit der Parallelogramme wie IH zu 
AB verhalten. Dabei werden die Drehungen CD und GF gleichwirkend 
mit der einzigen CD-^-GFj und wir schliefsen daher: 

Wenn von drei Drehungen um parallele Axen in einer Ebene die 
Drehung um die mittlere Axe den entgegengesetzten Sinn der beiden an- 

CrelleU Joarnal d. M. Bd. XVIII. Hft. 2. 26 
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dem bat und der Stumme derselben gleicb ist, und wenn die mittlere Axe 
von den beiden andern sich in Abständen befindet, die sich umgekehrt wie 
die Drehungen um dieselben verhalten, so beben sich die Drehungen gegen 
einander auf. 

Wie hiernach Drehungen um zwei parallele Axen zu einer dritten 
verbunden werden können, ist ohne weiteres Erörtern klar. 

§. 9. 

Wenn in dem Vorhergehenden gezeigt wurde, wie zwei oder meh- 
rere Drehungen ein paralleles FortrQcken hervorbringen, und wie zwei Dre- 
hungen sich zu einer einzigen zusammensetzen lassen, so war, wie sich 
schon aus den dort angewendeten Schlüssen ergab, die Ordnung, in welcher 
man die zwei oder mehrere Drehungen auf einander folgen liefs, ganz 
willkfibrlicb. Es läfst sich aber diese WillkQhr in der Aufeinanderfolge 
unendlich kleiner Drehungen, abgesehen von jenen speciellen 'Fällen , auch 
allgemein daribun. Sie bildet einen Fundamentalsatz in der Theorie der 
Drehungen und gründet sich darauf, dafs die Wege, welche zwei ein- 
ander unendlich nahe Puncto des Körpers bei einer unendlich kleinen Dre- 
hung desselben beschreiben, als zwei einander gleiche Parallelen zu be- 
trachten sind. 

Wenn daher der Punct A (Fig. 21.) bei der Drehung FG den Weg 
AB, und bei der Drehung HI den Weg AD beschreibt, so wird er, wenn 
nach der ersten dieser Drehungen die zweite /?/ erfolgt, von B aus, als 
von einem Puncto, dessen Lage gegen die Axe HI von der Lage des A 
gegen dieselbe Axe nur unendlich wenig verschieden ist, einen dem AD 
gleichen und parallelen Weg zurücklegen. Ist er aber zuerst durch die 
Drehung HI von A nach D gebracht worden, so wird er, wenn hierauf 
die Drehung FG geschieht, von D aus einen Weg, gleich und parallel mit 
AB, beschreiben. Mag also zuerst die Drehung FG und nachher die 
Drehung HI, oder umgekehrt, erfolgen, so wird der Punct A immer nach 
der vierten Ecke C des Parallelogramms gelangen, dessen drei übrige 
Ecken in ihrer Folge B, A, D sind. Da nun dasselbe auch von allen übri- 
gen Puncten des Körpers gilt, so scbliefsen wir, dafs die durch zwei un- 
endlich kleine Drehungen um zwei verschiedene Axen bewirkte Verrückung 
unabhängig ist von der Anfeinanderfoige der Drehungen. Da endlich von 
irgend zwei Complexionen dreier oder mehrerer Elemente die eine aus 
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der andern durch fortgesetztes Vertauschen zweier nebeneinanderstehender 
Elemente hergeleitet werden hann, so erhellet, dafs auch die durch drei oder 
mehrere Drehungen bewirkte Total verrfickung von der Ordnung, in welcher 
die Drehungen auf einander folgen, unabhängig ist. 

Mit HQlfe dieses Satzes lassen sich auch die im vorigen §< in An- 
wendung gekommenen Sätze beweisen, nämlich, dafs wenn eine oder meh- 
rere Drehungen gleiche Wirkung mit mehreren andern Drehungen haben, 
die erstem, in Verbindung mit den im entgegengesetzten Sinne genommenen 
letztern, den Körper unverrOckt lassen, und dafs, Wenn mehrere Drehungen 
einander aufheben, eine oder etliche derselben gieichwirkend mit den ent- 
gegengesetzt genommenen übrigen sind. 

Denn sind die Drehungen AB, CD, .... gleichwirkend mit den 

Drehungen FG, HI, .... , so sind es auch AB, CD, .... GF, IH, 

mit FG, Hl, GF, IH, Letztere aber, In der Ordnung FG, GF, 

HIj IH .... genommen, heben sich paarweise auf. Mithin mufs auch die 
Totalwirkung der erstem Null sein. 

Auf ähnliche Art wird auch der umgekehrte Satz bewiesen. 

§. 10. 
Die Art und Weise,' auf welche sich nach §.4. und §.8. zwei oder 
mehrere Drehungen, deren Axen in dieselbe Gerade fallen, und zwei Dre- 
hungen, deren Axen in derselben Ebene liegen, zu einer einzigen zusammen- 
setzen lassen, ist ganz der Zusammensetzung von Kräften analog, deren 
Richtungen in derselben Geraden oder in derselben Ebene enthalten sind. 
Man hat nämlich nur Richtung und Gröfse der Kraft mit Axe und Gröfse 
der Drehung zu vertatschen , um aus der bekannten Vorschrift für die 
Zusammensetzung der Kräfte die Vorschrift ffir die der Drehungen abzu- 
leiten. Da nun, wie aus der Statik bekannt ist, mit Anwendung des Satzes 
von Kräften, deren Richtungen in dieselbe Gerade falten, und mit Hülfe des 
Parallelogramms der Kräfte, alle übrigen die Zusammensetzung und Zer- 
legung der Kräfte, betreffenden Sätze sich ergeben, so erhellet« dafs nicht 
allein in den vorhin besonders betrachteten Fällen, sondern auch in allen 
ürigen zwischen Kräften uiid Drehungen, die vollkommenste Analogie herr- 
schen mufs. Unter andern werden daher alle die merkwürdigen Eigen- 
schaften, welche die sogenannten Kräftepaare besitzen, auch Paaren von 
Drehungen, d. i. Paaren von einander gleichen aber entgegengesetzten 

26* 
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Drehungen um parallele Axen zukommen. So folgt z. B. schon unmiUelbar 
aus §• 6., dafs, eben so wie ein Kräftepaar, auch ein Paar von Drehungen 
ohne Aenderung seiner Wirkung in seiner Ebene und parallel mit derselben 
verlegt werden kann. 

Ueberhaupt also: wenn zwischen mehrern, auf einem frei beweg- 
ticken Körper wirkenden Kräften Gteichgewichl statt findet, wird auch 
der Totat-Effect von Drehungen, deren Axen die Richtungen der Kräfte 
sind, und deren Gröfsen sich wie die Intensitäten der Kräfte verhalten, 
JNult sein; oder kQrzer ausgedrückt : Halten die ihrer Richtung und In- 
tensität nach durch die Linien AB, CD, EF, ...* dargestellten Krfifte einander 
das Gleichgewicht, so bringen auch die Drehungen AB, CD, EF, .... in 
Verbindung keine VerrQckung hervor. 

Insbesondere fliefst hieraus noch, dafs — da drei oder mehrere auf 
einen Körper wirkende Kräfte sich immer, wo nicht auf eine, doch auf zwei 
reduciren lassen, — dafs auch Drehungen in beliebiger Anzahl immer auf 
wenigstens' zwei zurückgeführt werden können. Auch folgerten wir dasselbe 
schon in §. 3. aus den in §§. 1. und 2. angestellten Betrachtungen. 

§. 11. 

Die zwischen Kräften und Drehungen stattfindende Analogie ist noch 
besonders wegen ihrer reciproken Beschaffenheit merkwürdig. Eine ein- 
zelne Kraft wird bestimmt durch die Gerade, in welcher sie wirkt, durch 
ihre doppelt mögliche Richtung in dieser Geraden und durch ihre Gröfse. Die 
Wirkung zweier einander gleichen, parallelen und entgegengesetzten Kräfte, 
oder eines Kräflepaares, wird bestimmt durch irgend eine auf der Ebene 
des Paares perpendiculare Linie, durch den Sinn der Drehung um diese 
Linie und durch das Moment des Paares oder das Product aus der einen der 
beiden K)räfte in ihre Entfernung von der andern. Denn jedes andere Paar, 
bei welchem die genannten Stücke dieselben sind, hat mit ersterem gleiche 
Wirkung. 

Eben so ist nun, indem man fortrückende und drehende Bewegung 
mit einander vertauscht, eine einzelne Drehung durch ihre Axe, ihren Sinn 
und ihre Gröfse bestimmt. Ein Paar Von Drehungen aber ist es durch irgend 
eine auf der Ebene der Axen beider Drehungen perpendiculare Linie, durch 
die Richtung, nach welcher der Körper in dieser Linie fortgerückt wird, und 
durch die Gröfse dieses Fortrückens, welches nach §. 6. dem Producte aus 
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der. einen der beiden Drehungen in den^ gegenseitigen Abstand der beiden 
Axen gleich ist und daher analogerweise das Moment des Paares von Dre- 
hungen heifsen kann. 

§. 12. 

Auf ähnliche Art läfst sich auch der Begriff des Moments einer 
Kraft, in Bezug auf eine gewisse Axe, auf Drehungen anwenden. Das 
Moment einer Kraft, in Bezug auf eine Axe, drückt die Gröfse aus, mit 
welcher die Kraft den Körper, an welchen sie angebracht ist, um die Axe, 
wenn diese festgehalten wird, zu drehen strebt; denn es herrscht Gleich- 
gewicht, wenn die Momente zweier Kräfte, welche den Körper nach ent- 
gegengesetzten Richtungen um eine feste Axe zu drehen streben, in Bezug 
auf diese Axe einander gleich sind. Indem wir daher das Drehen mit dem 
Fortrücken vertauschen, wird das auf eine Axe IHN bezogene Moment der 
Drehung AB der Gröfse proportional sein, um welche die mit MN anfangs 
zusammenfallenden Puncto des Körpers längs MN durch die Drehung AB 
fortgerückt werden. Folgende Betrachtungen werden dieses in noch helleres 
Licht setzen. 

Wenn erstens MN mit AB in einer Ebene liegt, so rückt bei der 
Drehung um AB jeder Punct dieser Ebene perpendicular auf derselben, 
und daher auch jeder Punct in ilfA/ perpendicular auf JUN fort, und es 
ist folglich das Fortrücken jedes Punktes in MN längs MN, also auch das 
Moment der Drehung AB in Bezug auf MN, =0, eben so, wie das Mo- 
ment einer Kraft für jede Axe, die mit der Kraft in einer Ebene liegt, 
= ist. 

Man nehme ferner an, dafs AB und ilfiV nicht in einer Ebene be- 
griffen und zuerst unter einem rechten Winkel gegen einander geneigt sind. 
Alsdann ist es möglich, durch AB eine Ebene zu legen, welche von MN 
rechtwinklig geschnitten wird. Durch den Schneidepunct, welcher D (Fig. 22.) 
heifse, lege man eine Linie DC, gleich und parallel der AB, welche mit- 
hin in lettztgedachter Ebene enthalten sein wird. Nun bewirken die Dre- 
hungen AB und CD ein auf der Ebene ABD perpendiculares und daher 
mit MN paralleles Fortrücken, welches der Fläche ABD proportional ist. 
Durch diese zwei Drehungen wird folglich jeder in MN fallende Punct, 
in ilfiV selbst, um eine mit ABD proportionale Gröfse fortgerückt. Da 
aber MN mit CD in einer Ebene liegt und daher die Drehung CD 
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zur Bewegung der Puncto in MN längs MN nichts beiträgt, so rOckt 
schon durch die Drehung AB allein jeder in ilfiV fallende Punct längs MN 
um ein gleich grofses Stück fort, welches mit ABD, d. i. mit dem Pro- 
ducle aus der Drehung in den Abstand ihrer Axe von der Momenten -Axe, 
proportional und als das Moment der Drehung AB in Bezug auf ilfA^ an- 
zusehen ist. 

Nimmt man den durch JU.^ ausgedrflckten Theil der Momenten -Axe 
von constanler Ldnge^ so kann man das Moment, anstatt dem Dreieck, ABD, 
auch dem Producte \9ilS.ABD^ d. i. der Pyramide ABMN proportional 
setzen. Denn, da ABD von ilfiV in D perpendicular getroffen wird, so 
ist, wie man leicht sieht, die Pyramide ABMIS einer andern gleich, welche 
ABD zur Grundflache und ilfiV zur Höhe hat. 

Wenn zweitens die nicht in einer Ebene enthaltenen AB und MN 
einen schiefen Winkel mit einander machen, so beschreibe man^ um diesen 
Fall auf den vorigen zurQckzuführen, um AB^ als Diagonale, ein Recht- 
eck AFBG (Fig. 23.), dessen Seite AG mit MN parallel ist, und dessen 
Seite AF folglich einen rechten Winkel mit MN macht. Hiernach ist die 
Drehung AB gleichwirkend mit den Drehungen AG und AF. Von diesen 
bringt erstere, da ihre Axe AG mit MN in einer Ebene liegt, keine Ver- 
rückung der Puncte in MN längs MN hervor. Die durch die Drehung AB 
erzeugte Verrflckung ist folglich einerlei mit der durch die Drehung AF 
erzeugten, d. h. die Drehungen AB und AF haben in Bezug auf MN ein- 
ander gleiche Momente. Nach dem Vorigen ist aber das Moment der Dre- 
hung AF proportional der Pyramide AFMN, und diese ist gleich der Py- 
ramide ABMN, weil beide eine gemeinschaftliche Grundfläche AMN haben 
und die Linie durch ihre Spitzen F und B, parallel mit AG^ folglich mit 
MN, folglich auch mit der Grundfläche ist. Das Moment der Drehung AB 
in Bezug auf MN ist daher, auch bei jeder beliebigen Lage von Mi\ gegen 
AB, der Pyramide ABMN proportinal; d. h. es wird durch die Drehung AB 
jeder in die Linie MN. fallende Punct längs MN nm ein gleiches Stück 
fortgerückt; welches Stück, wenn der Abschnitt MN dieser Linie von 
constanter Länge genommen wird, der Pyramide proportional ist, welche 
diesen Abschnitt und die die Drehung darstellende Linie AB zu gegen- 
überstehenden Seiten hal. 

Eine unmittelbare Folge hiervon ist, dafs auch die durch mehrere 
Drehungen AB, CD, .... bewirkte Verrflckung längs ilfiV für alle Puncte 
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in MN von gleicher Gröfse ist, nflmiicb von einer Gröfse die der Summe 
der Pyramiden ABMN-^-CDMN^-]-'-''^ mil gehöriger RQcksicht auf ihre 
Zeichen, proportional ist und das Moment des Systems der Drehungen AB, 
CD, .... in Bezug auf die Axe MN genannt werden kann. Und da nach 
§• 1. und §. 2. jede VerrQckung eines Körpers durch zwei Drehungen, wenn 
nicht durch eine einzige, hervorgebracht werden kann, so wird auch durch 
jede beliebige Verräokung jeder Punct einer beliebig gewählten Axe HtN 
um ein gleich grofses Stflck längs ilfA^ verrückt werden; und dieses Stfick 
wird als das Moment der VerrQckung in Bezug auf IHN anzusehem sein. 



§. 13. 

Zwischen Kräften und Drehungen herrscht demnach auch hinsichtlich 
der Momente eine vollkommene Analogie. Denn, wie sich zeigen läfst*), 
kann das Moment der Kraft AB in Bezug auf die Axe IHN geometrisch 
durch die Pyramide ABMN dargestellt werden. Alle die merkwürdigen 
Sätze, welche hinsichtlich der Momente von Kräften gelten, finden folglich 
auch hier Statt. 

Dem Satze z. B., dafs, wenn ein System von Kräften im Gleich- 
gewichte ist, die Summe der Momente der Kräfte des Systems, oder kür- 
zer, das Moment des Systems, in Bezug auf jede beliebige Axe Null ist, 
entspricht folgender Satz. Wenn mehrere Drehungen sich gegenseitig auf- 
heben, so ist ihr Moment, d. i. die Summe der Momente der einzelnen 
Drehungen, in Bezug auf jede beliebig gewählte Axe, Null. Auch folgt 
die Richtigkeit dieses Satzes schon unmittelbar aus ,dem vorhin gegebenen 
Begriff des Moments einer Drehung. Denn wenn ein Körper nach mehrern 
Drehungen in seine anfängliche Lage zurückgekommen ist, so hat auch kein 
Punct desselben längs einer durch den Punct gehenden geraden Linie (Axe 
des Moments) seine Lage geändert. 

Da ferner, wenn die drei Momente mehrerer in einer Ebene wir- 
kender Kräfte in Bezug auf drei die Ebe^e rechtwinklig schneidende und 
nicht in einer Ebene liegende Axen einzeln Null sind, die Kräfte sich das 
Gleichgewicht halten, so können auch mehrere Drehungen, deren Axen in 
einer Ebene liegen, wenn ihre drei Momente für drei auf der Ebene nor- 

^) Vergl. einen Aufsatz des Verf. im 4ten Bande dieses Journals, S. 179, so wie 
auch des Verf. Lehrb. der Statik. $. 59. 
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mal stehende und nicht in einer Ebene enthaltene Axen einzeln Null sind, 
keine VerrOckung hervorbringen. Uebrigens folgt auch «dieser Salz ganz 
leicht aus der von den Momenten aufgestellten Erklärung. Da nfimlich alle 
Drehungs-Axen in einer und derselben Ebene sein sollen, so mufs die durch 
die einzelnen Drehungen erzeugte Bewegung der Puncto der Ebene auf diese 
perpendicnlar sein; und da die Momente fOr drei die Ebene perpendicuiar 
schneidende Axen Null sein sollen, so haben die drei Schneidepuncte gar 
keine Bewegung. Diese drei Puncto liegen aber nicht in gerader Linie, weil 
die drei Axen nicht in einer Ebene liegen sollen; und wenn drei Puncto 
eines Körpers, die nicht in einer Geraden liegen, keine Bewegung haben, so 
ist auch der Körper selbst in Ruhe. 

§. 14. 

Einer der Fruchtbarslen S&tze in der statischen Theorie der Mo- 
mente ist folgender. Bestimmt man die Momente eines System iS von 
Kräften rQcksicbtlich mehrerer Axen, und kann man nach der Richtung 
einer jeden dieser Axen eine Kraft wirken lassen, von der Gröfse, dafs 
alle diese neuen Kräfte einander das Gleichgewicht halten, so ist die Summe 
der Momente von 8, jedes Moment vorher mit einem Coöfficienten mul- 
tiplicirt, welcher der der Axe des Moments zugehörigen Kraft proportional 
ist, =0*). 

Auf die Theorie der Drehungen angewendet, lautet dieser Satz also: 
Bestimmt man die Momente einer betiebigen Verrückung eines Körpers 
in Bezug auf mehrere Axen, und kann man für diese Axen Drehungs^ 
' winket finden, die in solchen Verhaltnissen zu einander stehen, dafs alte 
diese Drehungen einander aufheben, so ist die Summe der Momente der 
Verrückung , jedes Moment vorher mit einem Coefficienten mullipticirt, 
welcher detn der Axe des Moments zugehörigen Drehungswinkel propor^ 
tional ist, =0. 

Der Beweis dieses Satzes dOrfte sich folgendergestalt am einfachsten 
geben lassen. Man bezeichne (^irch a, b, c, .... ihrer Lage und Rich- 
tung nach bestimmte Geraden ; durch t, u, v, Zahlen; durch ^/^ b^, .... 

Abschnitte der Linien a, b, . . . . ^ welche resp. t, u,. .. . Linien-Einheiten lang 
sind; durch [/i/6,J endlich den Inhalt einer Pyramide, welche die Abschnitte 
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Oi und b^ zu gegenflberliegenden Seiten bat. Es bedarf kaum der Erin- 
oerong, dafs durch a, 6, t, u der Inhalt der Pyramide [a^ij vollkommen 
bestimmt ist, wenn auch in den Linien a und b die Anfangspuncte der Ab- 
schnitte Of und bf, unbestimmt gelassen werden. Auch ist, wie man leicht siebt: 
0^ = 1. a^, [a<6J = <[ii^6J = u[ay6il = /ti[ai6i] = [a,,»J = etc., wo n,, 
bi eine Linien-Einheit lange Abschnitte der Linien a, b bedeuten« 

Sei nun die in Rede stehende VerrOckung durch zwei den Zahlen 
l, u proportionale Drehungen um die Axen a und b erzeugt worden (§.12 
zu Ende). Sei ferner der Total-Effect der Drehungen x, y, z, .... um die 
Axen /*> ^> A, . • . . Null, und daher, wenn man das Moment dieses Systems 
von Drehungen das einemal auf a, das anderemal auf b als Axen bezieht 
und diesen Axen resp. die Längen / und u giebt: 

Mx]+ l^ßy]+ [fl*ÄJ + .-.- = 0, oder 
und eben so 

Die Summe dieser zwei Gleichungen ist aber der analytische Aus- 
druck des zu beweisenden Satzes. Es sind nämlich 

• 

[«f/l] + [*«/i]i [ö<^J+[MiJ^ K*i] + [*uAi], U.S.W. 
die Momente der durch a^ und b^, bestimmten VerrOckung in Bezug auf die 
(gleich langen) Axen f, g, h, . . . .^ und diese Momente haben in der Sum- 
mengleichung die Cofifficienten x, y, z. ... 

Beispiel; Sind f, ff, h drei sich in einem Puncto 1 schneidende 
und in einer Ebene liegende Geraden, so ist damit ein Parallelogramm FGHI 
seiner Form nach gegeben, dessen Ecken F, G, H resp. in f, g, k liegen; 
und die Drehungen um f, g, h heben sich auf, wenn sie ihrer Gröfse nach 
mit IF, Gl, IH proportional sind. Wenn daher p, q, r die Momente irgend 
einer VerrQckung in Bezug auf f^ g, h sind, so ist 

lF.p\Gl.q\m.r = {S, 
so wie 

IF.p\lU.r = lG.q. 

In diesen Gleichungen ist jedes Glied, z.B. IF.p, positiv oder ne- 
gativ zu nehmen, je nachdem die Richtung IF in f und die Richtung, nach 
welcher die in f fallenden Puncto längs f um p bei der Verrfickung sich 
fortbewegen, einerlei oder entgegengesetzt sind. 

CreUt*! Joaroal d. M. Bd. XVIII. Hft 3. 27 



206 '3. A. F..MöiiHi, über Me ZusammemeizuHg ttnenMck kleiner Drehungen. 

§• 15. 
Wenn TOr gegebene Axen sieb Drehungen finden lassen, welcbe 

einander aufheben, so werden auch Kräfte, welche die Richtungen der Azen 
haben, und den Drehungen pro[fbrtionaI sind, das Gleichgewicht sich halten. 
Ib §§• 98. und 99. des gedachten Lehrbuchs der Statik habe ich unter- 
sucht, welchen Bedingungen die gegenseitige Lage von 2, 3 und mehreren 
Richtungen unterworfen sein mufs, wenn Kräfte sich sollen angeben lassen, 
die, naeh diesen Richtungen wirkend, im Gleichgewichte sind. Es ergaben 
sich hierbei, wenn die Anzahl der Richtungen kleiner als 7 war^ gewisse 
positive Bedingungen fflr ihre gegenseitige Lage. So mufs z. B. bei 4 Rich- 
tungen jede Gerade, welche 3 derselben trifft, auch der 4ten begegnen. 
FQr 7 Richtungen dagegen war es im Allgemeinen immer möglich, Kräfte 
zu finden, welche, nach ihnen wirkend, sich das Gleichgewicht halten, und 
es konnte daher eine ihrer Richtung und Intensität nach beliebig gegebene 
Kraft im Allgemeinen immer in 6 andere zerlegt werden, deren Richtungen 
beliebig gegeben sein konnten. Der Beisatz ^im Allgemeinen^ wurde durch' 
die negative Bedingung bestimmt, dafs weder alle 6 gegebene Richtungen, 
noch einige derselben eine solche Lage gegen einander halten, bei welcher 
es möglich war, nach ihnen wirkende Kräfte zu finden, welche sich das 
Gleichgewicht hallen. 

Bei der Analogie« die zwischen Kräften und Drehungen statt findet, 
mufs daher auch, — um hier nur den letzterwähnten Fall zu berflcksichtigen 
— jede Drehung, und somit jede VerrQckung überhaupt, 6 andern Drehungen 
um eben so viele von einander unabhängige, sgnst beliebig anzunehmende 
Axen gleich gesetzt werden können, so dafs, wenn ein Körper um sechs 
von einander unabhängige Axen drehbar ist, er auf jede mögliche Weise 
verrückt werden kann. Sechs oder weniger Axen werden wir aber von 
einander unabhängig nennen; wenn es nicht möglich ist, Drehungen um die- 
selben ausfindig zu machen , welche sich gegen einander aufheben ; woraus 
zugleich erhellet, dafs 7 oder mehrere Axen nie von einander unabhängig 
sein können. 

Zufolge des vorigen §. mufs sich demnach, wenn von irgend einer 
Verrflckung die Momente in Bezug auf 6 von einander unabhängige Axen 
gegeben sind, aus ihnen das Moment fflr jede 7te Axe herleiten lassen. 
Zerlegt man nämlich, wie es nach dem oben Bemerkten immer möglich 
ist, eine Drehung um die 7te Axe in 6 Drehungen um die 6 erstem, so 
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wird die Somme der Producte aus jeder dieser 6 Drehongen in das auf 

die jedesmalige Dretiungsaxe bezogene Moment der VerrOckong gleich sein 

dem Producle aus der Dretiung um die 7te Aze in das gesuchte Moment 

fQr dieselbe Axe. 

§. 16. 

. Um auch diese Sätze durch ein Beispiel zu erläutern^ wollen wir eine 

Drehung q um eine beliebig gegebene Axe PQ in 6 Drehungen um die 

6 Kanten einer dreiseitigen Pyramide ABCD — oder, was auf dasselbe 

hinauskommt, eine nach PQ gerichtete Kraft (> in 6 andere nach den Kan» 

ten von ABCD gerichtete — zu zerlegen suchen. Dieses mufs möglich 

sein, da, wie man leicht wahrnimmt, von 6 Krfiften, welche nach den 

6 Kanten einer Pyramide wirken, keine die Resultante von den 5 flbrigen 

oder von einigen derselben sein kann. 

Zur Lösung dieser Aufgabe mag die in §. 102. meines Lehrbachs 
angegebene, auf den Hauptsatz in der Theorie der Momente gegründete 
Methode dienen. — Seien die gesuchten Drehungen nm die Axen 

AD, BD, CD, BC, CA, AB 
resp. = «, ß, y, d, i, ^. 

Indem wir nun die Momente sämmtlicher Drehungen auf eine be- 
liebig zu wählende Axe JTF beziehen, ist das Moment einer, sowohl hin- 
sichtlich ihrer Axe, als ihrer Gröfse, durch AD ausgedrOckten Drehung 
c= der Pyramide ADXY; folglich, wenn die Gröfse nicht AD sondern 

1 ist, =^-^77- ADXY, und wenn a die Gröfse der Drehung ausdrOckt, 
=:-^^ iiZ>XF. Eben so ist das Moment der Drehung ß um die Axe 

BD s= -^j- BCXY, u. s. w. Da nun die Drehungen a, ß, . . . . ^ nm die 

Axen AD, BD, .... AB gleiche Wirkung mit der Drehung ^ nm die Axe PQ 
haben sollen, so ist nach dem Satze von den Momenten (§.13.): 

+ ^Bcxr+^CAxr+jgABxr\ ^ 

Man lasse jetzt die willkQrlicb zu nebmenden Puncte X und Y mit 
A and D znsammeDfallen, so wird jede der 5 Pyramiden ADXY, BDXY, 
CDXY, CAXY, ABXY Null, und die Gleichung I. redacirt sich anf: 

1. -scBCAD = -A.PQAD. 

27* 
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Aof gleiche Weise findet sich, wenn man XY nach und nach mit 
BD, CD, BC, CA, AB colncidiren Ififst: 

2. ^CABD = ^PQBD, 
3. ^ÄBCD = ^PQCD, 4. ^ADBC=^PQBC, 

5. JpBDCA = ^PQCA, 6. ^CDAB = -^PQAB. 

Durch diese 6 Gleichangen werden aber die Gröfsen der Drehun- 
gen a, ß, y, df e, ^ vollkommen bestimmt 

Sind nun von irgend einer Verrfickung die Momente in Bezog aof 

die Axen 

AD, BD, CD, BC, CA, AB, PQ 

resp. = a, b, c, d, e, f, r, 

so ist nach §. lö«: 

iia-f */3 + ^ + rf^-f ^«+/*£ = rif, 
oder, wenn man fOr a, ß, .... ^ ihre Werthe ans (l«)? •••• (^0 setzt 
ond dabei berficksichtigt, dafs die Pyramiden BCAD, CABD, ABCD, .... 
nicht allein Hirem absoloten Werthe, sondern noch ihren Zeichen nach ein- 
ander*) gleich sind: 

ia.AD.PQBC+b.BD.PQCA^c.CD.PQAB 
+ d. BC. PQAD •\-e.CA. PQBDr\^f.AB. PQCD 
^r.PQ.ÄBCD; 
ond. dieses ist die Gleichung, mittelst welcher man, wenn die Figor ABCDPQ 

ond die Momente a, b, .... f einer Verrflckong ffir die Kanten der Pyra- 
mide ABCD, als Azen,. gegeben sind, das Moment r derselben Verrflckong 
Tflr PQ finden kann; 

§. 17. 
Zusätze, ä) Substituirt man in der Gleichung (I.) ifir a, ß, . . . . 1^ 
ihre Werthe aus (l.)? • • • • (^Oi so kommt 

i BCPQ. ADXY^ CAPQ . BDXY^ ABPQ. CDXY 

III. \^adpq.bcxy\^bdpq.caxy^cdpq.abxy 

] =^ABCD,PQXY: 

eine Relation zwischen 14 Pyramiden bei einem beliebig angenommenen 
Systeme von 8 Punclen im Räume, deren Symmetrie hinsichtlich ABCD, 
PQ, XY in die Augen springt. 

«) Lehrb. d. St. $.63. 1. 
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b) Llfst man XY mit PQ sasamaienfalteD, so redaoirt sioh IIL auf 
IV. BCPQ.ADPQ^CAPQ.BDPQ^ABPQ.CDPQ = 0: 

eine Relation swischen 6 Pyramiden bei 8 Puncten im Räume '^). 

c) Setzt man in IV. fflr die 6 Pyramiden ihre aus (1.) .... (6.) 
fliefsenden Wertlie, so erhält man 

V « ^ 1.^1 i_ I r ^ n 



welches die Relation ist, die zwischen 6 Drehungen a, .... £ um die 
Kanten AD, .... AB einer Pyramide Statt finden mflssen, wenn sich die 
Drehungen auf eine einzige sollen reduciren lassen; — also auch die Be- 
dingungsgleichung, wenn 6 nach den Kanten einer Pyramide gerichteten 
Kräfte a, ... . ^ mit einer einzigen Kraft gleiche Wirkung haben sollen. 

§. 18. 

Der Satz, dafs ein Körper vollkommen frei beweglich ist, wenn 
er um 6 von einander unabhängige Axen gedreht werden kann, gehört 
unstreitig zu den merkwOrdigsten in der Theorie der Drehungen. Ein Fall, 
in welchem man sich von diesem Satze sehr leicht ohne alle Rechnung 
Oberzeugen kann, ist der, wenn zu den 6 Axen die 6 Kanten DA, DB, DC, 
BC, CA', AB' (Fig. 24.) eines Parallelepipedums genommen werden. — 
A, B, C sind bei demselben die der Ecke D zunächst liegenden Ecken, 
und A', B', C, D' liegen den A, B, C, /> diagonal gegenflber. 

Jede Verrflckung kann nämlich in eine Drehang um einen beliebig 
zu nehmenden Punct D und in eine parallele .FortrOckung aufgelöset wer- 
den. Hiervon läfst sich die Drehung uig D in drei andere a, ß, y um 
drei durch D gehende Axen DA, DB, DC zerlegen, und eben so kann 
man die parallele Fortrflckung in drei andere zerlegen, welche hier auf den 
Ebenen BC, CA, AB perpendicular seien. Fflr die auf BC perpen- 
diculare ForlrOckung aber können zwei Drehungen ß', —ß um zwei 
parallele Axen CA, DB dieser Ebene gesetzt werden. Verwandelt man 
nun eben so die auf CA und AB perpendicuiaren Fortrflckungen in die 
Drehungen */, —y' um AB', DC und in die Drehungen a!, —v! um 
BC, DA, so wird die ganze Verrflckung reducirt auf die 6 Drehungen 

«-«', ß-ß\ r-y^ «'. ß'^ r'^ 

um die Axen 

DA, DB, DC, BC, CA', AB'. 

'») Letztere Relition findet sich bereits in des Verf. „Baryc. Calcul $.170.'' gegeben. 
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Zur Bestimmung der Werthe von a, o', ß, ...., wenn irgend eine 
Drehung ^ um eine Aze PQ gegeben ist, die in Drehungen um die 6 Axen 
DA, DB, .... zerlegt werden soll, Icann man wiederum die vorhin er- 
Ifinterte Methode mit Vortheil anwenden. Man schreibe fOr 

DA, DB, DC, BC, CA\ AB, PQ der Kürze wegen 
a, b, c, a', V, c\ r, 
und verstehe eben so unter ab', ar, .... die Pyramiden DACA, DAPQ, .... 
Alsdann ist, wie in $.16., wenn man die Momente sämmtlicher Drehun* 
gen auf die unbestimmte Axe x bezieht: 

!L=:S!^axi-^bx^^^^^cx4-^f4x'i^4bx'i^i^^^^ = ^rx\ 

a '6 *c *a »0' 'c r 

Diese Gleichung reducirt sich, wenn man x zuerst mit a und dann 
mit a' zusammenfallen Ififst, auf 

£va = S^ra und tZJ^ca'+^AV + ^c'a' = -S-r«'- 

V r c ^ V ^ c r 

Man gewahrt aber leicht, dafs die Pyramiden Va, cd, Va! und daf 
sowohl dem Zeichen, als dem absoluten Werthe nach einander gleich sind, 
indem jede von ihnen dem 6ten Theile des Parallelepipedums DD^ gleich ist. 

Setzt man daher -^-7T-=li und bemerkt, 4lafs e'^=^e, so ziehen sich die 

r va ' ' 

zwei erhaltenen Gleichungen zusammen in 



und eben so folgt 



^ = R.ra und 1.4.-^ = Ä.ra', 

0' ^ C ^ br 

^ = «.,•*, ^ i + ^ = il.r4', 

w o * ar 



wenn man x der Reibe nach mit b, b\ c, d identisch werden läfst. 

Mittelst dieser Gleichungen aber werden die 6 Drehungen a, .... </ 
durch die Drehung q und durch die Lage der Axe der letztern gegen die 
Axen der erstem bestimmt; wie verlangt wurde. 

LSfst man in der Hauptgleichung x noch mit r zusammenfallen und 
substitnirt dann für ar , br, .... dr ihre durch die 6 letzten Gleichungen 
bestimmten Werthe, so ergiebt sich, nach leichter Reduction: 

und dies ist die Bedingung, unter welcher sich im vorliegenden Falle die 
6 Drehungen a, .... / auf eine einzige rednciren lassen* 
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§. 19. 
lo dem Bisherigen worden die Axen, am welche ein Körper nach 
und nach gedreht wird, als nnbeweglich betrachtet. Indessen ist dieses nicht 
dnrchans nothwendig Denn anter der hier immer geltenden Voraossetznng, 
dafs jeder Drehangswinkel anendlich klein sei, sind zw^i gleiche Drehungen 
a am zwei ihrer Lage nach unendlich wenig verschiedene Axen a und af 
(d.h. um zwei Axen, deren kürzester Abstand von einander und deren 
gegenseitige Neigung unendlich klein sind) als^ gleichwirkend anzusehen, in- 
dem, wenn ein Punct A durch die Drehung a um a von A nach B and 
durch die Drehung a um a' von A nach B' gebracht wird^ BB' eine an- 
endlich kleine Linie der zweiten Ordnung ist, während AB und AB' von 
der ersten Ordnung sind. Die Gesammtwirkung von mehrern Drehangen 
wird folglich noch dieselbe sein, wenn wir die Drehungs-Axen mit dem be- 
weglichen Körper selbst fest verbunden annehmen ; als wodurch es geschiebt, 
dafs bei jeder Drehung die Axen aller jedesmal flbrigen Drehungen um ein 
unendlich Weniges mit verstellt werden* 

§. 20. 
Der Umstand, dafs eine unendlich kleine Veränderung der Lage der 
Axen auf die Lage des um sie gedrehten Körpers keinen Einflufs hat, kann 
uns veranlassen, unsere Betrachtung noch weiter auszudehnen und mit einem 
Systeme von 6 Axen z.B., welche der Reihe nach a, b, r, d, e, f heifsen, 
7 Körper A,B, ... F^G dergestalt fest verbunden anzunehmen, dafs A und 
B um die gemeinschaftliche Axe a; B und C um die gemeinschaftliche Axe b 
und C und Z> um c u. s. w. gedreht werden können. Bleibe nun A, folglich 
aach Uf in Ruhe, und werde B mit den flbrigen Körpern C, D, .. G, als ein 
festes Ganzes um a, um den Winkel a gedreht. Man drehe hierauf, wfihrend 
A und B, mithin auch a und b in Ruhe bleiben, den Körper C, in ungeänderter 

Verbindung mit den Qbrigen Körpern D, 6?^ um 6 um den Winkel ß, 

0. s. w. , und endlich den Körper G allein um f um den Winkel ^, wah- 
rend alle vorhergehenden Körper A, .... F unbewegt bleiben. Nach 
allen diesen Drehungen wird der Körper G seine Lage eben so geindert 
haben, als wenn er nach und nach um die festen Axen a, b, .... /resp. 
um die Winkel a, ß, .. . . IQ gedreht worden wfire. Da nun durch die 
eben beschriebenen 6 Drehungen das System der 6 Körper B, C, . . .. 6 

m 

in jede von der anffinglichen anendlich wenig verschiedene Lage, die es, 
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dem Zusammenhange der Körper durch die Axen gemfifs^ anzunehmen ver- 
mag, gebracht werden kann, und da ein um 6 von einander unabhängige 
Axen drehbarer Körper jeder VerrOckung fähig ist, so schliefsen wir: 

Wenn von mehrern Körpern, in einer gewissen Ordnung genwH'' 
men, Je zwei nächstfolgende um eine gemrineehafUiche Axe drehbar aind^ 
so hatf wenn der erste festgehalten wird, erst der siebente eine voU^ 
kommen freis Beweglichkeit, und dieses auch nur dann, wenn die sechs, 
diese sieben Körper verbindenden Axen in eine von einander unabhängige 
Lage gebracht werden können. 

Als einfaches Beispiel hierzu kann Fig. 25. dienen , wo von 7 Qua- 
draten 1,2, 3, 4, 5i) 6, 7 je zwei nächstfolgende eine Seite gemein ha- 
ben. Denkt man sich diese Seite als Axe, um welche die zwei durch sie 
verbundenen Quadrate drehbar sind, so kann gegen das Iste Quadrat erst 
das 7te in jede beliebige Lage — allerdings nur innerhalb gewisser Gren- 
zen — gebracht werden. Die hierzu erforderliche Unabhängigkeit der 
Axen ergiebt sich daraus, dafs man mit den 7 Quadraten in ihrer Verbinf- 
dung einen WOrfel Oberdecken kann, bei welchem die, zwei nächstfolgen- 
den Quadraten gemeinschaftlichen Seiten AD, DB, BÄ , AD\ D'B, WA 
eine solche Lage gegen einander haben, dafs zwischen Kräften^ welche diese 
6 Seiten zu ihren Richtungen haben, kein Gleichgewicht möglich ist. -^ 
Sehr leicht kann man sich von der vollkommenen gegenseitigen Beweglich- 
keit der beiden äufsersten Quadrate auch durch Proben flberzeugen, wenn 
man Fig. 25. etwa in steifem Papier ausschneidet und dasselbe nach dep 
Seiten bricht, in denen die Quadrate aneinander grenzen. 

Schliefslich noch die Bemerkung, dafs uns der eben erläuterte Satz 
zum Aufschlufs über eine von der Natur bei den Gliedmafsen der Krebse 
(und wahrscheinlich auch anderer Insecten) getroffene Einrichtung dienen 
kann. Bei diesen Thieren bestehen nämlich die Beine, so wie auch die 
Gliedmafsen, an deren Enden die Scheeren sitzen, aus sechs Gliedern, die 
unter sich und mit dem Körper selbst durch sechs Axengelenke verbunden 
sind*). Hierdurch aber wird nach dem Vorigen deiv. Zweck erreicht, dafs, 
während der Körper ruht, das äufserste Glied jedes Beines vollkommen freie 
Beweglichkeit hat. 

*) Observationes de scoleto astaci flaviatilis et marini, dissertatio inaugularis auctore 
tu E. Hasse, Lipsiae. 1823. Pag. 27. 
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14. 

Beweis der Lehrsätze 3. und 4. im 15. Bande S. 374 
und 375 und Auflösung der Aufgabe 1. im 14. Bande 

S. 89 und 8. 79 dieses Journals. 

fToB Hra. Dr. ^. iZ. iMchterhandtf Gjmoasial-Oberiebrer so M^rienwerder.) 

1. A.ufgabe. In der gi-obenAxe AB (Fig. 26.) einer Ellipse zwischen 
den Brennpuncten C, D zwd Punote X, Y von der Art zu suchen, dafs ge- 
wisse zwei gleiche, durch den Punct X nSher bestimmte Durchmesser aa, 
bß zweien andern gleichen, durch den Punct v n^'her bestimmten Durch- 
messern aiUi, b^ßi gegenseitig , d. h« dalii sowohl aa dem aiOi ab hß 
dern bißi zugeordnet seien» Die Puncto a^ b einerseits und die Puncto 
O; ß andererseits erhält man als die Durchsehoittspuncte von zwei Paar Krei« 
sen^ welche beide aus den Puncten C, D einmal mit den beziehUchen 
Streqk9n AX^ BX, das anderem^l mit den Strecken BX, AX beschrie- 
ben sind« Auf dieselbe Weise hangen die Puncto a^ b^ Ui, ßi von dem 
Puncto Y ab» 

Auflösung. Die halbe grolso Axe sei ^= a, die halbe kleine Axe 
= bj und die Gleichung der Ellipse^ bezogen auf die Axen, 

Die Abscissen der Puncto X und Y sollen durch p^i^ und X2 be- 
zeichnet werden» Setzen wir noch der Kürze wegen 

a* — *^ = «% 
so sind die Abscissen der Brennpuncte D^ O respectiyo c und -^e. 

Den beiden aus C, D mit den Radien AX, BX beschriebenen 
Kreisen entsprechen die Gleichungen 

aus welchen sich 

ergiebt. Dies sind die Coordinaten der Punote a, b; dem letzteren möge 
der negative Wertb yon y angehören« Aus dem Werthe von y erhellet 
zugleich, daCi die Realität der Puncto an die ErFdllung der Bedingung e^^x^ 
geknöpft ist«. Ferner fallt sogleich in die Augen ^ dafs diese Werthe von 
X und y der Gleichung der Ellipse genügen» 

CftUe's Jtfiirnal d. M. Bd. XYIII. HIL 3. 28 
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Durch ein {(hnliches Terfahreo erhült man: 
FSr dea Punct a die Coordioateo : x es ^^ 



- ß - 



«h 



y« f •"(€»-*;), 

Tangenten der Winkel, welche die Durchmesser aa,, aiUi, bß, 
bißi mit der Hauptaxe bilden, sind der Reihe nach: 

Sollen DUO die Durchroemer aa uod aitti (und dann natürlich auch die 
beiden andern bß und b^ ßi) zugeordnet seini so muCs bekanntlich das 
Product der Tangenten der Winkel, welche sie mit der Hauptaxe machen, 

8s — - — ^ sein. Hiernach ergiebt sich für Xi und X2 die Bedingungsgleichung 



e 
e 
^ e 

Ol • • m X SS 1 

e 

e 



a* oc^jc, a* ' 



oder, einfacher, die Gleichung 

welche nichts anderes ist als der analytische Ausdruck für die vom Herrn 
Professor Steiner gegebene Auflösung unserer Aufgabe. 

Die Hyperbel hat swar, ähnlich der Ellipse/ die Eigenschaft, dais, 
wenn man auf der grofsen Axe AiBi derselben, jedoch auTserhalb der 
Brennpuncte Ci, Di, einen Punct X^ annimmt und mit den Strecken 
AiXi und BiXi um Ol, Di Kreise beschreibt, diese sieh in zweiPuncten 
der Hyperbel scbuei«Ien und ein Paar gleicher Durchmesser bestimmen« 
Die durch einen anderen Punct Ti der Hauptaxe bestimmten zwei Durch- 
messer können aber unter keiner Bedingung jenen zwei andern conjugirt 
sein, weil die Hyperbel bekanntlich nur von einem von zwei conjugirten 
Durchmessern getrofiPen wird« 

Wollte man diesen Fall, so wie den obigen, analytisch behandeln, und 
bezeichnete man mit Xi und x^ die Abscissen der PunoteX|^ l^i, setzte ferner 
^ zsi if '•{' b^, BO würde man zur Bestimmung von Xi und X2 die Gleichung 
^1 + ^s SS e^ erhalten, welche ungereimt ist. 



€Xi 
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2. Lehrsatz« Zieht mao von einem Puucte E (Fig. 27.) einer Hjr- 
perbel die beiden Leitstrahlen DE, CE und schneidet auf jedem von E 
aus die halbe Axe AM^=^aD ab^ jedoch bei dem letzteren CjB auf des- 
sen Verlängerung Über E hinaus^ indem yiir nämlich annehmen, dals der 
Punct E auf dem den Punct C umschlielsenden Zweige der Hyperbel ge» 
legen sei : so liegen die Endpuncte fi> F der abgetragenen Strecken {EO sa 
EF:=iAM) allemal in demjenigen Durchmesser der Hjperbelj welcher 
dem Durchmesser ME zugeordnet ist« 

Beweis« Die Axengleichung der Hyperbel sei -^ ^ sss 1; 

Xi^yiWien die Coordinaten des Punctesi?^ zwischen weichen, der Annahme ge» 

meCi, die Relation ^ — fi ^^ -^ ^*^*^ findet, und aus der man Xi = — ^(x\ — a') 

erhält, wenn man voraussetzt, dals E auf der positiven Seite der 
natenaxe liegt. Setzt man noch n^ -f- ^ s=i €^^ so erhält man 

Fällen wir nun, um die Coordinaten or', y', und x'^, y*' der Puncto F, G 
zu bestimmen, auf DC die Senkrechten FU, GK und EL — ya so er- 
halten wir 

* ' \jE * ' eJCj — a? b^{ex^ — a>) ' 

Aus diesen Ausdrücken folgt sogleich, daCs 

ist und dals also der Mittelpunct M der Hyperbel mit G und P in einer 
geraden Linie liegt, deren Gleichung yz^—.-^x ist# Die Tangente t des 
Winkels, welchen der dem Durchmesser MF zugeordnete Durohmesser mit 
der Haupta^e bildet, ist durch die Gleichung ^^—^~*Ti bestimmt, und 

hieraus bekommt man ^=5^, welches offenbar die Tangente des Winkels 

ist, den die Linie ME mit der Hauptaxe macht. Es sind also ME und 
ßlF zugeordnete Durchmesser, w. z» b, w« 

Für die Ellipse gilt folgender analoge Satz: 

28 • 
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Sind C^, Dl die BreDopüDofe der Ellipse , A^ ein Scheitel ihrer 
Hauptaxe, M^ ihr Mittelpunct^ und nimmt man in d^er Ellipse irgend ei« 
n^n Punot E an^ z. B« in dem Theile^ welcher mit dem Brennpuncte Ci 
auf derselben Seite der kleinern Axe liegt ^ zieht die Leitstrahlen C^Ei^ 
DiEi nnd trJigt auf jedem derselben von E^ aus die halbe grolse Axe 
AiMi ab (wozu ofienbar der erstere Strahl Bber Ci zu yerlSngern ist): 
so liegen die Endpuncte F^ G^ der abgetragenen Strecken {EiF^zsiEiOi 
CS AiMi) allemal in demjenigen Durchmesser der Ellipse ^ welcher dem 
Durchmesser ilf| £7x zugeordnet ist. Oder': Bewegt sich ein gleichschenk- 
Hges Dreieck FiEiG^^ dessen Schenkel FiO^ und G^E^, nicht aber de« 
ren Verlängerungen^ stets beziehlich durch drei feste Punote Ei , M^^ Di 
einer Geraden gehen^ von denen der eineüfi^ um welchen sich die Grund- 
linie JF\6rL dreht^ in der Mitte zwischen den zwei andern Ci, Di liegt: so 
beschreibt jene Spitze Ei eine Ellipse ^ welche Mi zum Mittelpunct und 
Ci, Dl zu Brennpuncten hat und deren halbe grolse Axe (üfi^i) den 
oonstanten Schenkeln des Dreiecks gleich ist, und in welchem endlich der 
Strahl Ml El and die Grundlinie MiGiFi ein Paar conjugirter Durch- 
messer sind« 

Asmerkoog. la der Aussage des entsprecbeodeo Satses der Hjperbel a. s. 0. S. 375 
Z. 9 uod 10 Dofs mao stait der Worte: „dafs die drei Seiten FE, FG, FE oder 
deren YerlAogerongeo *' leseo: dafs die YerlRogeroogea seiner drei Seiten o. 8.w. 

3« Im 14. Bande S« 80« dies. Jouru. findet sich folgende Aufgabe« 

IVenn von zwei Kreissegmenten (von yerscbiedenen Kreisen) die 
Grundlinien (oder Sehnen) einzeln gegeben sind^ und wenn die Summe 
ihrer Bogen gegeben ist^ so soll das VerhältniOi der Radien der beiden 
Kreise gefunden werden ^ welches Statt finden mu(s^ damit die Summe 
der Inhalte beider Segmente ein Maximum wird« 

Die beiden Grundlinien seien 2 m und 2m^^ und die Radien der 
ihnen entsprechenden Kreise r und r\ Die Lange der Bogen sei durch 
C und (T^ bezeichnet^ und zwischen ihnen die Gleichung 

1« c+tr^ 5= c 
gegeben^ wo c eine Coüstante ist« Da nun die Sinusse der den Bogen 

(T und (T^ zugehörigen halben Centriwinkel beziehlich gleich — und —- 

sindj 80 kann mau die Gleichung (1.) auch so schreiben: 

2« 2 r arc sin — + 2 r' arc sin ^ s= ^ 

r • r' 
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Bezeicboen vtir ferner das dem Bogen er entsprechende Segment durch 
segmo*! so haben vfir 

segm 0* = r' arc sin ~ — «i /"(r' — m'), 

segm (T^sss r^ arc sin -j — m' /"(r' — »!'')• 

Nach der Bedingung der Aufgabe mufs das Differential der Summe die- 
ser beiden Ausdrucke Null sein^ woraus sich die Gleichung ergiebt: 

Zur Bestimmung des YerbSItnisses der Differentiale von r und r^ dient die 
Gleichung (2,)^ aus welcher sogleich folgt: 

und wenn man nun aus (3.) und (4«) dr^ eliminirt und den Factor dr unter« 
druckt, so wird (^„0 [arcstof ~ ^^^,1^,J « 0. 

Da in diesem Ausdrucke nur der erste Factor eine Beziehung zwischen den 
Radien r und r' liefert^ so mulii derselbe Null sein ; woraus folgte dafs die 
Radien gleich sein, also die gegebenen Grundlinien demselben Kreise an- 
gehören müssen. Der Radius dieses Kreises ergiebt sich aus der transcenden^ 
ten Gleichung: 

4. Im 14. Bande S. 79 d. J. wirft Herr Dr. Stern die Frage auf: 
Was ist der Werth der Summe aller Bruche von der Form 7 



wo fär X und y jede ganze positive Zahl von an gesetzt werden kann^ 

jedoch 2 •}- ^ keine höhere Potenz einer Zahl sein darf« 

Zur Beantwortung derselben dient Folgendes« Da die Summe der 

BrBche von der Form 

1 

wo X und y auf die Torhin angegebene Weise bestimmt werden ^ wie 

a« a« O» gezeigt, =1 ist , so hat man 

1 1 1 1 

Es ist aber 

1 _ * , 1 1 i , 

(2+a7)*+^y -- 1 ~ (2+0?)''+^ "^(2 +x)^^ ' (2+x)»Wr " • 

und dahefi wenn man die gesuchte Summe mit iS bezeichnet, 



• • • 
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+ 14. 1+1 + 



~ 5* ~ 5« ~5» ~ 
+ 



• • • • 



• • • • 



+ ^2»;4 + (2«)« + (2»)» ">"••• 

• (3*)* "^ (5*)« "r (3*)» "^ * * * 

-l._J_X-J_a._Lj- 
(5*)» "^ (5»)« "•" (5»j« ''■*'• 

+ 



+ (2»)« + (2»)«'^ (2» )•"*"*•• 

11 1 

+ (3»)« + (pp + j3»J» + • • • 

+ _1- + _1. + _1- + 

+ 

Mao sieht leicht ein^ dafii man^ naoh einer andern Ordnunj^i auch ao 
ben kann: o_ *_L*-L^a. 



• 3* ~ 3* ~ 3» ~ 
+ M +Äe + 57 + *** 



• • • • 



•• • •♦ 



U« B« W< 



NunwtaUr « « J^ + ^ +J^ + J_+^... ^j^^ 



_i 1 _ l-1.la.l4. 

»— 1 a* '^ a* "^ a* ^ a* "^ 



• • • • 



also fi i L + _i JLa,—1 Ijl. 

" — 2* — 1 2*~3* — l 3» ' 4*— 1 4»^ '*•* 
oder, weil «1*— 1 = (»1— 1) (m + 1) ist, 

^— + 2:4 + 53 '^" 1:6 + 07 + •••*"" W + 3^ + 4^ + 5^ + ••*7 
~I3 + 3:5 + 6J "'"•••• + 23 + 45 + + "**~"V2»+ 3» +4^ +•*••)' 
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Nun ttt ' 

und zwei auf einander folgende Glieder in der Klammer haben die Form 

1 1^ 

und ihre Summe ist gleich 

(x+l)(ar+2)* 

Setzt man in diesem Ausdrucke suocessive x ss 0^ 2^ 4, 6, 8 u. s« w« i so 
erhält man den Ausdruck in der Klammer gleich 

und es ivird also 

® == TVO + gTs + 617 + ••••) ~fe+F + 47 + ••••)• 

Bekanntlich ist 

1 . 1 , J. • i «+t 

O"*" 53"*" 5.7 "*■•••• (2it + l)(2^+3) ~ 2]rFl* 

und wenn man die Reihe bis ins Unendliche fortgesetzt deokt^ ihre Summe 

= ^ ; ferner ist 

.,t,t,l|l, n» 

^ + 2*"*'37"*"45'"*"5*""^***' "^ T> 

Zu demselben Resultate kommen wir übrigens auf folgendem ^ viel ein- 
facheren Wege« 

Die mit iS^ bezeichnete Grobe ist offenbar nichts anderes als die 
Summe der Summen der geraden negativen Potenzen aller ganzen posi« 
fiven Zahlen von 2 an^ mit Ausnahme der zweiten Potenz« Nun ist aber 
B. a« O. S« 77 bewiesen , dals die Summe der Summen der geraden ne« 
gativen Potenzen aller ganzen positiven Zahlen ^ von 2 an, s= ^ ist^ und 
da man weifs, dals die Summe der reciproken Werthe der zweiten Po- 
tenz aller positiven ganzen Zahlen^ von 2 an^ s=s-^ 1 ist ^ so hat man 

unmittelbar 

wie vorhin. 
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15. 

Theorie der Modalar- Functionen und der Modular- 

Integrale. 

(Von Herrn Dr. Gudermann tu Muaster. ) 
(Fortsetzung der Abhaodlnng No. 1. im liten and No. 2. im 2ten Hefte dieses Bandes.) 



YicrterAbsohnitt» 

f. 47. 

Integral -Formel lom Änsdmrke des Zosammenbaoges xwisrbeii t nnd u, 

wenn /= langsam m ist« 

jSisher sind immer nur vier cykiische uoil vier hyperbolische Modular« 
Functioneo snii^ cuu, tnu, dnii^ <Bnu, (Inu, $nu, SDnti^ mit den ver- 
mitteloden Functionen oder Amplituden amu und ^mti in Gebrauch ge« 
kommen; da aber auch die Function tang ^amti in manchen Fallen wich- 
tige Dienste leistet ^ so ist es nöthig, nun auch sie in nüheren Betracht 
SU ziehen^ und namentlich den Zusammenhang zwischen dieser Func- 
tion und dem Argumente u durch eine IntegraU Formel auszudrnckeo« 

Setzen wir 

t s= tangl-amti^ so ist auch 

1. <( ^ ~ r l + cnu — ■ r(l+snii)4.\r(l-8nii) ^^^^ 

Wir kehren die vorstehenden Gleichungen um | indem wir die Nodular* 

Functionen selbst durch t ausdrucken. Aus der Gleichung t = l/^7^°" 

findet sich zunächst 

1 f« 2f 2t 

2. cnt«=r-T— ?f 8nll=r-r-:r. tntr 



Da dnti = /(ft^^ + A:^cn^ti) ist^ so findet sich durch die Substitution des 
Werthes von cnti die Formel 

Ist Ä = 8ind, abo Ä'=:co8Ö, so ist Ä"— *' = ooa'fl— »iVÖ = co«2e, 
und also V-(l+2f092ö. /»+««) 
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Oa cos ? 9 < 1 »ti 80 kaon l + 3oos29./^ + ^ n^i* >Q c^^i imagioSre Facto» 
ren von dar Form 1 -f- ^ ^ serlegt werden, indMaen Ififst sidi jene biqua- 
dratiscihc Form io zwei qui^dratische Facf oren Mrlageoi welche die Formen 

J+a/ + <^ und !—«/+<* 

babeoi nnd welche beide reell sind, wie uun gezeigt werden soll« Es bt 
*^— *'«1_2*% daherist l + 2cos2fl./^ + /*:5sl+2r + ^— 4**<* = 

(1 + *^'— 4*»f*=:(l + 2A:/ + <^)(l— 2A:/+Oj der obige Ausdruck Ton 
dnii UUst sieb lueruach auch also darstellen 

Wird dieser Amdrudc benutzt, so finden wir noch 

1-t« 

"*"" ^ V*(l+2)K + <*).V'(1— 2*«-!-*»)» 
2Vt 

5. < j_^» 

tno« = .jp^, 

. lfc^(t+<») 

ano« — v*(i+2Jk«+«»).v"(l-iJk/+«»)' . 

Aus der Gleichung ^stang^amu folgt amus=:2aretang(Q; das Dil- 
ferenzial dieser Gleichung ist dnu.öiissjnrjT» al>o ^^tiag ^ , ^,. - ^- , folg- 
lich ist, da für «s=0 auch ^^0 sein mufü^ 



D. 



_ /•_ 2.dt 



Setzt man in der Gleichung /s? tangl^amff das Argument t»s=i^ so wird 
amtisa-^, also /=stang-j ss 1; daher haben wir zuni Ausdrueke des 



Modular • Quadranten auch das bestimmte Int^ral 

lg, __ /• * 28t _ /** 29« 

*• * — /o V"(l+2c<»2Ö.t»+/*) "'/„ V(l+2*l+«»).V"(l-2*t + <»/ 

Zusatz. Ist kssüaiS'^tss^^, so ist oos2d:=0, also nun 

« 

Crdlo't Journal d. M. Bd. XYin. Hfl. 3. 29 
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§. 48. 
lieber den Zuiammenban^ zwischea den Functionen fon u nnd der FnncCioo (ang^am2i#. 

Setzt man / = taog4^am2fi oder auch /=tntrdnti, so können 
alle Formeln des §• 47. sogleich wieder gebraucht werden, wenn man nur 
durchweg 2tf für u setzt. Die Integral- Formel für den Zusammenhang 
zwischen t und u ist daher nun 

~/o>^(l-2t< + «»)V(l+2Ä< + ^0 ~yoV^(l + 2cos2ö.<» + ^*r 

Nun ist ^ =:= 1 für t' = ^ "^^ ^'^ ii?=: ÜT ist am2 tf = T, also t =s tang -^ 

oder tssi^. Die Function / hat nun einige Aehnlichkeit mit tnff selbst« 
Die cyklischen Nodular* Functionen des Argumentes 2u lassen sich nun 
sehr bequem durch f ausdrücken, nicht eben so einfach werden die Aus- 
drucke für die Functionen des einfachen Argumentes u selbst. Bemer« 
kenswerth sind indessen die Ausdrücke für snu und sncti| welche wir 
nun herleiten. Es ist nach §. 32. a. : 

_ \^(l + 6n2u)— V^Cl-snaii) 
«not. ~ V"(t+8n2E.) + V;(l-sn2u) 

, _ -/"(l-f A:sn2i/) — V(l— Ä:sn2£/) 
'^^^^ "" V"(i4-g„2M) + \r^l_9ii2i/) * 
, _ \^(t + A:9a2».).~\r(t^^8D2,.) 
^*"^^ \^Cl + 8n2ii)-\r(l^so2ii) » 

und substituirt man hierin für sn2ii den Werth sn 2ti=:7-r--^, so erhalt 

man die Ausdrücke: 

_ 2e 

~ \r(l+2Ä<+/*j+V^(l— 2ifc/ + /»y 
\^(I+2ä:/ + <») — •/•(t~2Ä:r + /») 

^- ^ _^^ 2 

«neu — V"(t+2Ar/ + ^n-y(l-2^/ + <^) 

2^f 

Man übersieht auch leicht , dafs sich aus dem ersten Ausdrucke für snti 
die drei übrigen auf der Stelle finden lassen, wenn man bedenkt, dafs 

<=taDg4^am2ti=s tnti dnil = -^^ ist# 
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Die vorigen Formelo geben auch rückwärts die Bedeutungen der 
einzelnen Wur^ceN Ausdrücke an, welche in ihnen vorkommen; danSmlicb 

»r(l+2Ä/+0 + /(I-2*/+0 = ^ und 

/•(1+2Ä/+«')— /(l— 2*/+/') = 2Ä8ntt 
ist^ so ist also 

' ^ ' ^ 8DCU 

Subtrahirt man das Quadrat der letzten Gleichung von dem der ersten, so 
erhalt man wieder ^kt=^^k ^^ , oder t = -^^ = t ans i-am 2 u. 

BOCtf' 80CM ® * 

Setzt man tnii = or, so ist dnti = y 7. > > ^l^o hat man zur Be* 

Stimmung Tonar die Gleichung fss TT ^ oder A;''a?*+a?'(l — f*) ssf*, 
und hieraus folgt 

__ | /-(t-<»)+V(l-2cos20.t«-t-(«) 
(uw — y l-f-cos2Ö ' 

wenn wieder AssinO gesetzt wird. 

Zusatz. Setzt man also 

__ 2t __ V^(t+2frf+/«)-V(t— 2fc^4.f«) 

* "" y{i+2kt-^t*)'\-y-{i—2kt-^0) ~" 2A: » 

80 ist 

dz di_ 

V"(l— z»;.V^(l— *»z*) ~" V(l+2fc<4-<»)V^(l— 2Jtt + t»)» 

weil jedes dieser beiden Differenziale = d u ist 

Anmerkung. Stellt man den Ausdruck von in^u also dar: 

— tntt-- 2F5 4A'» » 

und beobachtet man, dals 

V"(l— 2 (&"-*') <^+<*) = /(l— 2ft<«-0»/(l+2Ä<» — O 
ist, so kann man die Quadratwurzel auf beiden Seiten ausziehen und er- 
hält dadurch in einer imaginären Form den Ausdruck 

«»'* == --^ 2kr[ » 

2i _ V"(14-2 ittf— <*) +y(l~2;fcfi~««) 

*"**' "~ V(l+2**»-<»)-V^(i— 2*1»— <•) "^ 2*/ » 

V(p j, 2 Jfc * » — 1) -- V"(<» — 2 * «i — 1) 
tnttss jp , 

29* 
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«. 40. 

ZMcklubnag der cjkKsciira Modnlar-Foaeliooea mit doem inugioJllitB Modal tob der Form 

coaa + *Bia'<K «nf »olcbe Foictiooen mit «inem reelloa Modul. 

Nadi $.47. ist, wenn /stang^am« gesetzt wird, 

~'yoV(l+2 cos 2 &.<»+«*)• 

Setzt man hieria for 2oos2Men Werth «'«< + ^'^, so erhält man: 



Fohren wir, um Licht zu hjperbolisoheuy sondern zu ojrklisohen Sinus 
nberzugehen, die GrSbe d'ssy—d ein, so ist e'^'ss^'.^-^'ss— r^^< 
und <^=r-'^.«+'^'=— e+'^S und also 

Es ist nun «^'s=oose' + <sin9'~;fc+tA;' und r^^ ssk-^iW, daher kann 
die Gleichung auch also dargestellt werden: 



/ 



2dt 



V(l-(*+iifc')»l*).y(l-(A:— »*0»l»)' 

Setzen wir nun ar = (A:+t*')./^ also t=^j-^p und ^ = |x^> 
so erhalten wir 

u(k+ik') f dz 

Dieser Gleichuog gemaCi ist aber z oder / (k^ik') der ojrklische Modu« 

lar» Sinus des Argumentes "^ "^^ mit dem Modul Aä rx^« ^ 

wird niobt unzweokmailiig sein^ dieses Resultat auf eine ursprüngliche Weise 
nachzuweisen. Zu dem Ende setzen wir 

r = «(Ä + iAO, also ^ = "^^f'^K 
Die cyklischpn Nodular -Functionen des imaginSren Argumentes -^ also 

sollen sich auf den Modul /T'ju/ beziehen ^ während sich die cyklischen 

Modular-FuDctionen des Argumentes U selbst auf den Modul k beziehen; 
halten wir diese Bemerkung im Sinne ^ so können wir die beiden Modul 
in der Bezeichnung ganz weglassen. Uebrigens setzen wir, wie vorhin, 

K= j^^ = (/fe-tA:0'=5Ä^~*'^--2tM' = — oos2e— isin2^ so dals 

also das erste Glied — cos 2 negativ ist Vdr 9<^ 45^ und positiv ist fiir 
8^45^ Nehmen wir nun an die Gleichung 
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BD-J c= ik-^ik')t « (Ä+t'ArOl/j 



— CBII 



CDU* 



dann ut 
oder 

Aus dioaen GleiohungeD folgt 

Setmn wir hieria — u tut u, wodurch sioh auch i; in — »ü verwände!^ 
ao erhalten wir noch 

wird diese Gleichung mit der vorigen muUiplicirt| und dann die Quadrat- 
wurzel ausgezogen^ so erhält man 

cn -TT dn -s- 



2 "" 2 i+cou* 

DiSerenziirt man aber die Gleichung 

an-^ = (A: + <'^)«teng|^amii^ 
ao erhalt man: 

^cn-Jdn-?-.ör = (Jc + ikf).-^^ = (k^ikf).^^, 
abo 

und wird diese GleiohuDg durch die vorige dividirti so entsteht 
dt7 = {k -{-%¥). duj also V = (k'\'iV)M^ wie oben« 
Es bleibt nun noch iibrigi aus den Gleichungen 

die Ausdrücke fiir die übrigen sich auf den Modul K = , .^ beziehen*^ 

den Nodular -Functionen des Argumentes ~s= "^ "^^ ^ herzuleiten. Man 
findet zunächst 



226 15» Qudermann, Theorit der Mod.-- Fund, und der Mod,-In(egr. §. 50. 

Stellen wir den Ausdruck cn -^ , welcher umgeformt werden mufs, vor, unter 

cn ^ = Vtt- i r rr^ — • 

dann ist 

Ä-ß_2iV(aß) = 1 +cn 11— (ft^-Ar'')(t— coli) — 2iÄÄ'(t— Clin), 

also 

a-ß = 1 + cnti— (Ä*— Ä'^)(l-^cnti) = l-.A:» + Af'^ + (14.Ä^— jf^}.^« 

und 

2 /"(aß) = 2kk\l—cnu). 

Aus diesen Gleichungen findet man, wenn man die Quadrate derselben 

addirt und die Wurzel auszieht, nach einer leichten Reduction 

a + ß = 2dnu und da a— ß = 2k'^+ 2/r*cni// 

a = dnti + Af^cnti + Ä^^ und ß = dnu — A:^cnti — ä'^ 
also 

2 ^ l + COU f 14- CDU 

2 »^ 1 + cou ' V l-)-cou 

Diese Formeln können auch also dargestellt werden: 

V ^/f l-^inu «2 1 — cot< \ '\llh'^ 1— CDU 1 — doi/ \ 

$. 50. 
Die Torfain entwickelten Formeln , wodurch die cyklischen Modu« 

lar« Functionen mit dem imaginären Modul K = ^^ = (A: — lA')^ zurück« 

gefuhrt werden auf cyklische Modular - Functionen des Argumentes u mit 
dem Modul k, werden noch ein wenig einfacher^ wenn man in ihnen 2 21 
für u setzt« Behält man die Bezeichnung 

beiy und bezieht man die Modular- Functionen des Argumentes zugleich 
auf jenen Modul Kp so verwandelt sich die Formel 

sny a=s (ft+tA/)tang|amti 
sogleich in: 
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oder 

!• sni? =(* + !*'). tnttdntt und Asnü = (Ar— iA/).tnttdnti. 

Die Formeln (3.) verwandeln sich nun in 

^"^^ ~ rVl+co2u""*-l + cn2j~*>^V'^-14:cn2ii~l + co2j» 

i//l + ^o2ii |Mt 1— cn2K\ , :j/fi:i 1— cn2w 1 — do2tt\ 
^°^= rVl+co2u~''^-l + CD2j+'»^r-l + cn2u'"l + co2«ir 

Da aber dem §. 32. a. gemab ."T ,, = -7- , . , ^„o = * «**^ ™^ 

*^ ® l-f~co2u co^ M ' l-f-ca2tt 

— cii2ii ^^ tn^ndn^ti ist, so werden diese Formeln 

1 -{- cn 2 II 

cnü =: y r ty i 

r CS* u ^ CO* u 

oder 

A dn^M .,7/ 80^11 « dn*u . •« «/ 8n*u 

2. onrss tÄÄ^ « dnr s htkk. • 

cnu cnu ' cou ' cau 

Setzen wir den mit K conjugirten Modul /"(l — X^)=s\'^ so ist 

, _ 2}r(ikko 

Dieser Ausdruck muls noch in einer andern Gestalt dargestellt werden* 

Est ist zunächst V= /"2M^/"(2t).(Ä— f*0, da aber /"(2i) = l + i w^ 

so findet man ^' = /(2ää')-(1 +«)(*— «*0 oder 

3* K' = ir(2Ar*0.[Ä+Ä' + (Ä— ÄOO* 
Die Formeln fSr cnt? und dnr dienen nun auch noch zur Bestim-* 

mung der den beiden Moduln K und A.' zugehörigen Modular* Quadranten, 

welche wir mit L und L^ bezeichnen. Es mulsüi so bestimmt werden^ 

dafs cni!i = sei; daher haben wir die Gleichung 

= 0, oder dn^u—tkk'sn^u = 0. 

eil u ' 

Der durch diese Gleichung bestimmte Werth von ti giebt mit k'\'ik' muU 
tiplicirt den gesuchten Werth von L. Es ist aber jene Gleichung einerlei mit 

= fÄÄ'. 3-r— = -rr.Cnc'W. 

da* u k' ' 

folglich ist 

cnc^ti = ^ = — ^', also oncti = y^(— 2t). ^~ , 

da aber /^( — 2f) = 1 — £ ist, so ist 

Jk' .Jk* 

und weil nach §. 32. «auch cn^y ^"ir) ^^ ^* — *^ ^ 2k ^^*> *^ '** 
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Ä— «=y+-2-, oder « = —---_-, 
und also der dem Modul X s= 74:7p sugehoriga Modular-Quadramt 

Die Gleiofaune dop = -; J- ikhf.- — ^ kaoo nun zur Probe dienen. 

o COM cni« 

Sebst man ttss-^ — T"' ^^ ^^ v^ssL und also dni?=:K^ werden. 
Da nun aber dn^ti s=& tA;A:^8n*f/ ist, so erhalten wir zuniiobst dnt? 

erhalten wir durch die Substitution dieser Werthe 

dnr « (*— «*')(l+<)./(2*Ä/), 
oder auch 

dnü = /(2**0-[*+*'+f(A:— A:0] = A^ 

Setzt man in der Formel cn r = — ^ — t Ä Ar'. — ^ for 11 an die 

Stelle uij so verwandelt sich der Gleichung v ssi(j€-\'ik')u gemSb auch 

r in r i. daher ist cn(rt) = °, + lAÄ/. *-"-r"f und da auch cn(vi) =s -4- 

ist, wenn sich die Function on'ü auf den Modul h' beiueht^ so erhalten 
wir die Gleichuog ^ ^„,^ 

welche zur Bestimmung des Modular- Quadranten JL' diont, der zum Mo^ 
dut X' gehört; soll cn^t^sO^ also v=L* seiui so mufs cn^ii = 0| also 
usszKf sein; daher ist 

5. i.'=(Ä+i*').if' = ~p, 

und es ist also ji^^oW — ?* Hiemach haben wir also den Lehrsatz: 
fFtril ^T' , ataUäesMoäükh gesetzt, 80 verwandelt sich -^f in l(^-*t)« 
Zusatz. Da 

^ = ^ = (*--*o' = h(f- -•) -■ ""(f -or 

= po»(T— 20)— Mia(T— 2Ö) 
ist, so ist ako 

X SS — oos29— l8ui26, und 

K* sss (-^i)\(coi2n&-\-iaiü2n^)f wenn X;=:un9 gesetzt wird. 



kv 
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t 

f. 51, 

der rjkliscben Modolai-Fanctiooen aof andere mit rinem UeioeBeo Afgoneotit 

nad kleinerem Modal« 

Wfr kommen noch einmal auf die Formeln des §• 47. zurück ^ in^ 
dem wir dem §. 30. gemab darin ku (ur u und y statt des Moduls A? 
setzen« Die Function tz=z tang^umu wird nun 

t SS tang^am^X?!!^ —1 oder 

. i/l — dou i;80ii 1 — ini^ « 

f SS Vtt-j — = 4iA ' — T • öder 

~ V"(l+ ik 80 ii) + ^(1— iaa ii) • 

Die Formeln (2.) und (3.) werden nun 

2r , 1-*« V'[«-2(^-l>'+f*] 
*«nv=j:pr, A'W^iip^» «"« = Hh? *. 

imd die Formel (6.) des |. 47. yenfandelt sich jetzt in 

Der in dieser Formel enthaltene Wurzel «Ausdruck kann Jetzt in zwe! 
reelle Factoren zerlegt werden , in welchen die erste Potenz yon / nicht 
vorkommt, und wodurch man erhSlt: 

Fohren wir eine neue Grülse z ein, nSmlich % = -"^^ ^ also f s» j-pp sr; 

so ist ""X"'^^ rrp^~^^' wenn man ^.«==^j-r:p «etzt; da nun auch, 
iÖ/s=TXT>3^ ist^ so erhalten wir 

da für f=:0 auch ii und er gleich Null siud. Dieser Gleichung gemäfs 
ist aber z der cyklische Nodular -Sinns des Argumentes - ^ - »ti mit dem 

Modul K. Die beiden Modul K und Ap^ sind durch die Gleieliung t^T/ ^^ ^ 

mit einander verbunden; ist Vs=/*(1 — 7^^} der mit 7^ ooojugirte Modul 
$0 haben wir überhaupt die Gleichungen: 

Crelte's Joamal d. M. Bd. XYIIL Hit 3. 30 
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- _ i-lf _ / V7f4.t)>-y(l~t)\ ' ., _ 2V"y 

- '^ — i+ft' — \V(l+fc)+V(.l-ft)/'- '^ "" i+F» 

welchen f^emSCB 7L<^/t ist; da nStaiUoh \gs /i ' 4.jfc/\a ***f ^^ **^ ^•<^^ 

ünJ da k^<Zf^ ist» so ist um so mehr auch K^k, 
Setzeu wir ferner; 

also rnokwarts 

2 

2. ti = ^p^jp.t? =.(l-t-Ä.;.i?, und *ir = 2//v.r, 

und bezieben wir im Folgenden alle Modular « Functionen des Argumentes 
V auf den Modul Kj nämlich suv, onr> tnr> dnr^ ferner atnvi hingegen 
sn'r^ cn^t?^ dn^r^ tn^r^ wie auch am'r auf den conjugirten Modul V^ so 
können wir den Zusammenhang zwisohen den sich auf den Modul a. be« 
ziehenden Functionen des Argumentes v und den sich auf den Modul k 
beziehenden Functionen des Argumentes il in eiofaclien Formeln ausdriicken* 

Da 4ijLi = V^^ ist» so erhält man» wenn in der Gleiehung /s=s 
; . ^ gr der Werth ^ = 1/ ~,'*" und itr ss snr substituirt wird« auf der 
Stelle die Formel 

^K sn r =: taug ^am ufeu, -r-j , o Jer 

i/XtSnüssyT^^y^, welche auch also dargestellt werdon kann: 

Der Gleichung (2.) gemSfs ist v<^u, und da auch A<IA ist^ so be- 
ziehen sich also die Functionen snr, cur, dur^ tut;^ amr auf ein kleine* 
res Argument r<[t/ uud zugleich auf einen kleineren Modul K^k. Will 
man umgekehrt die Functionen toü u durch Fimctionen von v ausdrücken^ 
so hat man nur den Werth ^=v^A..snr in dcu zu Anfange dieses Para- 
graphen uulgesteltten Formeln zu substituiren. 

Au» der Formel «nr = ]/\±^ \/\=^ « <i±§±Li' folo. 

4. cur =? y^ — r; l^r-ri — , 
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ferner ist • 

- ,/l+ft',/doa— if ./l+if./i— 4.«« (I-|-«:')etii 



8. oooi»«^l^«l/7^i5Li/lz4iff = i/_2_i/:|!£i 



— if 



Die Fuifotioneo lies Complemeotes von v für den Modul Ä. hangen also 
ebenso von dem Argumente £— ti ab^ wie die Functionen von v selbst 
für den Modul K vom Argumente n abhängen« 

f. 52. 

Die Formeln (4.) und (5.) bieten mnen bemerkenswerthen Dm? 
stand dar; setzt man in der einen Formel — Ap^ für h\ so verwandelt sie 
sieh in die andere; daraus kann man soUielSien^ dafii sie sich bequem als 
Binome werden darstellen lassen^ welche pur in den Yorzeichen vor den 
zweiten Gliedern verschieden sind# 

Setzt man^ da im Allgemeinen dn r ^ cn t? ist^ 

cor « 1/7-r^ irAr- «öd dnp = ^T^r- + l^rxr-f 

»•«"•*«» Ki+dinr^-^F-» oder j;j-j- « l-^f— ) and j^j^ 
5 j sem; es ist aber J = ik>(i+d,M) > *^*>« 

dnPfCni> = — f ^-Vtj ^ «» j-Tj — t ö'*^ — 2 — ^ = TjTi — t 

4aber ist 

tt == !»!iz±! ^ on« und ß -, ii!t=L*2 ^ on ii, oder 

^ = t + on«-(l:iiS.") u.d ß = i^oa«-(i=?-"), 
und also 

cur — rVi+iiou '^*>^i4.doi«/~»^vi+doii "^^^'i+dutt/' 

j — i// t + c«u 1 1— d»M\ , 1// I — am ^ l^doii ^ 
^"'^^ r\i+dou~n'l+d««/'*"rVl + doii~t*-l+düur 



30 



• 



1—** 


•a« 
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> 
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u 
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2% 16. 6oe{«rmann, Theorf#<Iarlfo<i.«Fiimr» tinitf«rJlfo({i>JDife^r* $.52,. 
Es kSnnen diese Formeln anoh also dargesteDt werden: 

on» =: y (1+d.ii)« V (i+ih«)« » 

«w«' — r — (i+d«u>» — + r ci^-do«)* — • 

Da dem $. 32. a. gemäfi ist 

1—dn« = =- — ^, l-{*dAtiB -^— , 

2.11« |. dB« |. 

IT» 

1— *»8n«-2. 

2*'«80*-5 

dntf'f'Onf = ^^ *■> ^n« — cn« = =— , 

l 1-*...*|. 

SO erhSlt man durch die Substitution dieser Werthe 

/^\. »nr =Bs A: SD Y ^^^ -K 9 

CO«— ifc'so»-- co^— Ä'sn' — 

cor = — — — dnt^ =3 t , «l , , . t . 

oder nach einer geringen Abänderung: 

snr B (l-f-ÄO»«n Y«noy, 

Wl U ff u u 

• {oni? = on-^-anc-j- — sny cnc-^, 

dnv = cn Y 6ncY + w^ 2"^"®T* 
Die mittlere von diesen Formeln kann auch abo dargestellt werden: 

cos amr s sin amc-^ cos am^ — cos amc^ sin am^ 3= sin^amc^ — am ^j; 
68 ist also 

IL amr = (^ — amc^j+^m-l-, 

und die letzte Formel ist einerlei mit dn if = sin ^amc -^ *i^ ^'^ y) ' ^ ^^^ 
tang(^ — amcy) =5 —=s — -p = /|^tny, daher ist die For- 
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mel (IL) einerlei mit 

12. am« SS am y + aro taog (A;^ to y)« 

Aus den Formeln do*|-=:*'»+*»cn'y = 1— Ä^sn-y folgt 



cn 



dn«-^— S'» 1-dQ*^ 

2 ^ _ 9 u 2 



3 II U 3 7^ 

r TT == T^— — und sn'-x- = 



•# 



2 *» --2 Ä» ' 

werden diese Werthe substituirt, so erhalt man 

13, enü SS — j— p und dnr sa — j^^ 

Aus den Gleichungen 

nirs=(l+A;0 — - — - wkä ont^ s=s — = i. 

2 ^2 

folgt 



u 



14. UkV = 






Führt man in diese Gleichung den Modul K statt kf ein, so erhalt man 

^ u u 

zunäohst tut) = ^ und es ist also 

•ia2aiii-^ 
15. inv = 



CM2am— 4-^ 



Da r = (l+ArQ.-^ ist^ so ist r^y^ und also v zwischen den Grenzen 



u 



y luid n enthalten, 

§. 53. 

Kehrt man die Gleichung /Tv^.snr = y ^T,^°" umi so erbSlt man: 

lO, dnfl =5 T-j-5 — r-. 

Da dn'fisl-^A^sn'fi ist. so findet man kunu^^^i^^. oder, weil 

f 2V^A . . 
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m.«» folg. i-«..x. »-;;)f-;"''> J i+,.= <'+ff/H-^) . 

10. cn« = :f5ÄL = (l-jl)..cv 
Aus (17.) und (19.) erhalt man durch Division 

20. tu» = (1+ K).p ^ A-rP^. 
Ferner erhält man 

21. gnc« = ,2^^ = ^ä^-^, 

Da onctis= -^^ ist, so erhiilt man, wenn der Werth ^ =^txi *^^ 
tuirt wird, (l^X^ssv 

Hieraus folgt aber leicht: 

Aus (18.) und (23.) folgt durch MuItipUcation : 

24 j/ l+SBu 1 /14* WC II ^^ l + enti 
• »^ J— •Bu*'^l— cnca ""^ 1 — SSV* 

Ninmit man die natSrlichen Logarithmen auf beidei» Seiten dieser Glei« 
obungi so hat man: 

l^amf^ 6= j ; eben so findet man; 

25. ( 



l^amo9 5= - - i - ^ — u ■ 9 



Aus den Gleichungen (13«), nfimlicb dn-j— dncy sss j^on if und 

dn y + ^^ 'l' "^ fXT ^^^ folget durch Addition und 

26. dn y « -I^X-» ^»«2 = -T+T-J 
und hieraus findet sich 

^^ *^-2^V r^ 5 ino^^y-^:^ j^ ; 

u t/l*4-'oveoV'— Xso*v u «/l — davrav — Aan^v 

<» -j — K-^- 2 ♦ oncysssy 5 ; 
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28* €OB2am-K-*=s<Invon9 — %.n?vf 0M2aiii0y es -«dnvonr— Xsn''«!, 

29. rin29m^ Ba§nv(änv-{-Kcav)i 8in2aino-|-s=san«(dnv— Xcnv). 

Aus der Gloicbnag (15.) folgt, wenn far tav sein Wertli ^^»^^ 
gesetzt wirJ| naeh Fortsdiaffuog der Nenner 

sin (2 .am Y — am r^ = Kvn v, oder 

30* am~ s= ^ain9-|*^aroan(Ä.iinrX 

Naeli Formel (12.) M amr>am|- nnd dieser Formd gemfiCi ist amt^< 

2aiii ^1 wenn amr^^r ist, daher liegt dann amr swisohen den Grens« 

am-^ ^^^ 2amY« Da oos(2am-j— amrjssdnü immer positiv ist^ so 

lange u und also audi r reel sind, so muis 2am'^— amr immer awi« 
sehen den Grenzen -|*0 und —9 enthalten sein, wenn den Arous des 
Moduls bezeichnet, welcher ^y ist; das Glied aroBin(Ä.snr) kann zwar 
bald positiv, bald negativ sein, jenaohdero snr positiv oder negativ ist, 
seine absolute Grölse ist aber immer ^-^^ 

Die Formel (30.) kann auch also dargestellt werden: 

am-|- = iamr+iaretang(^), 

am^ SS ^amü±faroooa(dnt7)* 

Diese letzte Formel w8re die einfachste, aber sie Ififst unbestimmt, 
ob das zweite Glied positiv oder negativ sei« 

§• 54. 

Bezeichnen wir die beiden neuen Nodular «Quadranten, den zum 

Modul K gehörigen mit L, und den zum Modul Kf gehurenden mit L\ 

so findet sich am einfachsten die Grofse von £/ nach der Formel (4») im 

f« 51.; soll nSmIich cut'ssO sein, so mufii doli — k^ssQ, also lissf 

sein; da aber immer t;= ^ ,u ist, so ist alsos 

L = -^^.Mü, oder umgekehrt 
32. < 2 
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Setzt man in der Formel (5.) uz=zK, ako dnit^sz k', so erhSIt 
man dnrss y ^ , ^,^ ^^ TjufcT == ^'> w^ auch Bein mufii« 

Setzt man in der Formel (4.) ti { for ii und rl fSr r^ 80 erhfiltmao: 

ca'r = y-2~ Y -T--^ , oder cn'r = ^-^ V tJy^u * 

und die Gleichung 9s.-^p|i verwandelt aich in rjss-^^^.ni^ oder 
r sBs - J^^ . tf Der durch die Gleichung cn^r = bestimmte Werth von 

V ist der zum Modul 7^^ gehörende Modular* Quadrant L\ Es muls demi* 
nach snc^fi = — 1^ also jBr^±fi = 31C' und +ii=: 2 jK?^ sein; da p pQsitiv 
sein soll^ so ist ako fis2£' und 

Alle Sbrigen Formeln bestätigen die Richtigkeit dieser Bestinunung, Aus 
den Gleichungen (32.) und (33*) folgt durch Division: 

La K 

U ~ ^'Ä^' ^^^ umgekehrt 



^*' ^ K ^ L 



W ~ ^'I-'* 



i^lcf 



Wu*d also j^rp statt des Moduls k gesetzt^ so verwandelt sich das Ter- 

K K. 

haUnir» 1^7 *° l*^/» 

Die vier Modular- Gleichungen *=»|^, Ä'ssj—, ^a=:j=p, 

und K' SS 7X^ bieten einen bemerkenswerthen Umstand dar; setzen wir 
in ihnen k' fnr K und bezeichnen den dadurch geänderten Werth des 
frühem Moduls * mit or, so haben wir x s= jxpi ^^^ ^ ®"^** ^'== fXp 

ist| so ist also ^ ssz jsj; vertauschen wir also k' mit K, so vertauschen wir 
auch k mit }J^ und umgekehrt« Man kann also in allen vorhergehenden 
Formeln gleichzeitig setzen: 

K' ffir k, K für *', Ar' für ^ und * Tur K', 
ohne dafs jene Formeln dadurch unrichtig werden« Damit die cjMisohen 
Modular -Functionen des Argumentes u sich demnächst wieder auf den 
Modul k^ welcher !>A. ist, beziehen ^ so setzen wir gleichzeitig ui für r, 
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und weil dann auch das frOhere Argument imaginär wird, so setzen wir 
wi fflr u. 

Hiernach verwandelt sich die Gleichung fn ti = (1 -f ^) * -t-^ in 

tn'(iri)==(l + Ä').iIii^, oder auch 
^ ^ ' ' dn'(fii) ' 

snu;==(l-}-A?')-— j , oder sntr = (l -{-^';.sntisncu. 

In dieser Gleichung bezieht .sich die Function snw wieder auf den Modul 
l, welcher <Zk ist^ und die Functionen snt#^ sncti beziehen sich auf 
den Modul k; sie hat grofse Uebereinstimmung mit der Formel (10.) im 

$.52., und wird einerlei damit, wenn man -^ fOr u setzt. Die Gleichung 
r = — k— '^ verwandelt sich nun in m = — ^-tri, oder u = -i— -m^^ 
also ist M? = -|-T-y.ti = (l-|-Ä')tt, und da p= ^ "^ u ist, so ist 

> ■ 

Die Formel sntr = (l-f Ar').sniisncti stimmt mit der ersten von den 
Formeln (10.) im §. 52. Qbereih, wenn man darin -k-' f^r *' und v für w 
setzt. Ueberbaupt darf man in den Formeln (10.) — (15.), . wie auch in 
den Formeln (26.) — (31.) setzen u für •^, wenn man gleichzeitig w = 
{i'\'k')u setzt fOr r. 

§. 55. 
Einfache Berechnungs-Art des Hodular-^Quadranten K aus dem gegebenen Modul k, 

T+F ""^ * = TT* 
ner Kz=^jj-jj*L gemfifs kann man den gegebenen Modul k auf einen 

kleineren l (oder den Modul f^ auf einen gröfseren l'^ zurflckf Obren , zu- 
gleich aber auch den Quadranten K auf einen kleineren L. Bezeichnen 
wir die aus dem Modul k durch wiederholte Anwendung der angegebe- 
nen Formeln hergeleiteten, immer kleiner werdenden Modul der Reihe 
nach mit ki, Ats, k^, k^, .... k^, die conjugirten immer gröfser werden- 
den Modul aber mit k[, k[, k^, k\, Ar,.; die den erstgenannten Mo- 
duln zugehörigen immer kleiner werdenden Modular-Quadranten aber mit 
K^y K^^ Kj, K^, .... Kr (die conjugirten immer gröfser werdenden Qua- 
dranten aber mit Kj, K^, Ky, K'^, .... IC^), so haben wir l=zki, also 

CreUe'B Journal d. M. Bd. XVIIf . Hft. 3. 31 



■ — ""^ Jr ^ V MC 

Den vorhin entwickelten Formeln l = -n-rr und l' = T-rrF ^ fer- 



238 15* Gudermann, Theorie der Mod.^Funci. und der Mod.^Inigr. $.55. 

l' = k[ and £i = Jf^; es ist mitbin k^ = /7^ , k[ = ^^^ und 
it= rq-n«liC|. Setzen wir ferner 

191 I9>| 191, 991g 99tr 

SO können wir die ifämtatiichen Nenner dieser Brflche willltOrlich wählen, 
ihre Zähler werden dann aber völlig bestimmt sein. 

Substituiren wir die * beiden ersten Brflcbe in der Formel k[- 
so wird sie 

rij 2/(99» 9l) ^ 

I9lj 991+91 ' 






setzen wir also 



i/if 



^2 ^ ®® *^* Wi = y^(»>»)^ ^ben so 



2. 



m. 



mj===^L+!?L^ so ist n2 = y^(»»i.iii), 
^i2t+üt^ so ist «3 = 1/ (malt,), 

= -2Si±^, seist n4 = >/(iii3.w,), 

n. 9. w. 0. s. w. 

Den ersten Nenner können wir noch beliebig wählen; setzen wir aber 

i9i=:l, so ist nt=A:^ 
Da jeder folgende Nenner das arithmetische, jeder folgende Zähler aber 
das geometrische Mittel zwischen dem Zähler nnd Nenner des vorherge- 
henden Braches ist, so erhellet dentlich^ dafs die aaf einander folgenden 

Brüche—, -^, -^, -^ etc. oder die Modul K, A?;, *{, *; etc. sich 

991 999| 991, 99I3 

sehr rasch der Grenze Eins nähern. Ist aber A^ =s -i^ = 1 (also k^ == 0), 

99lf 

80 setzen wir 

2 n 

Wird anch in der Formel K=i'rr^-Ki ffir hf der Brach — sobstitnirt, 

l-f-Ä 99» 

80 verwandelt sie sich in K= — i — •Ä4 = — -^i; daher ist 

999-t-9# * 991, 

K Ä, K^ ^^ Kr 

991 99l| 991g 99»r 

Wird aoch in dieser Formel r so grofs genommen, dafs »t^=:ii^=:9/^ also 
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Ar^ = ist, 80 ist 1^^=:^*» ^^^ ^^ m=l ist, so ist aacb 

3. Ä = iiL. 
Bei Rechnungen in bestimmten Zahlen ist schon 1714 hinlänglich genau 
= 114, und also jede dieser Zahlen =^7j^ zumal da immer Ar als <C8in-2-i 

also k' 3> sin -j- angesehen werden darf, wie bald gezeigt werden soll. 

Aus der Formel (3.) folgt rflcfcwärts ^= oiT^ °"^ ^^ ^^^ ^'^^ ^ ^^^^ ^^^^ 
selbe Bedeutung, wie im §. 10. Die in den Formeln (2.) vorkommenden 
Gröfsen nennen wir die zum Modul k gehörigen Nodular -Zahlen. 

Zusatz. Ist der Quadrant K berechnet, so hat man auch iS^i = 
mi.K; K2=^fih'Kf K^^=m^.K} K^:=m^.K; u. s. w. 

§. 56. 
Berechnung des Quadranten K', wenn sein Modul V wenig von Eins verschieden ist. 

Wenn der Modul k sehr klein, also der zugehörige Modular^Qua- 

drant K näherungsweise = -^ ist, so ist bekanntlich der conjugirte Quadrant 

sehr grofs, und zwar desto gröfser, je weniger k' von Eins verschieden ist. 
Der Quadrant K' kann in einem solchen Falle nach einer Nfiberungs- Formel 
berechnet werden, welche ein desto richtigeres Resultat giebt, je kleiner 
der Modul k ist. Es hat mit dieser Berechnung eine ähnliche Bewandtnifs, 
wie mit der Berechnung der cyklischen Tangente eines Winkels, welcher 
vom rechten Winkel wenig verschieden ist. 

Ls ist arg am (o)) = / -^i — ..T . , , = / — ^1 — ^^ . , — ^ ; setzen 
* ^^^ Ju V(\ — *"sin'y) */ 1— «"srn'y ' 

wir nun in dem im Zähler befindlichen Wurzelausdrucke, weil hier der 
Fehler den geringsten Einflufs hat, A' = 1 , so ist >/(l — A:'^sin^9)= cos^, 
und also näherungsweise 

f/ X r oleosa) • 1 /• ö(*'sin9) , 

arg am (cp) = / . .,, . , = 77 / i — .,1 ■ t 9 oder 

arg am' (y) = parcSangrAr'sinijp) = jr'ogj/ ^ly^^ny ' 

Setzt man in dieser Formel ^ = — , so erhält man ebenfalls näberungs- 
weise : 

31* 
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Auch diese Formel zeigt, dafs K' desto gröfser wird, je kleiner k genommeii 
wird, da log-?- dieselbe Eigenschaft hat. Wir stellen diese Formel vor anter 

^' = logy = loga + logy , 

und richten sie also ein, dafs sie auch auf den Modul -rp pafst, da auch der 

Modul -jT wenig von Eins verschieden ist, wenn k^ selbst davon wenig 

verschieden ist. Setzt man aber -rr statt des Moduls k, also -rr statt k, 
so verwandelt sich (dem $. 31. Zusatz 1. gemfifs) der Modul K^ in 
k\K^ — iK) = K' — 5", wegen der Kleinheit von Ä:; daher haben wir 

oder, weil logt = -7- ist, iC' = log-7-* Nehmen wir das arithmetische 

Mittel zwischen diesem Resultate und dem vorigen Jir'=:log-T-9 ^o erhalten 
wir die Form 

K' = l.g(^)- 

1 ik 

Setzen wir jetzt hierin -r^ statt k', und -p- statt k, so erhalten wir 

d. h. der Ausdruck fOr den Quadranten K' pafst nun nicht blofs auf den 
Modul k', sondern auch auf den Modul -rr, weil der Ausdruck sich wie-^ 

IT 
{ 

der in sich selbst verwandelt, wenn p- statt des Modnft kf gesetzt wird. 
Es bleibt noch die Constante a zu ermitteln flbrig, und zu diesem Ende 
verkleinern wir den Modul Ar noch einmal. Dem §.54. gemfifs ist 3'7f=77i 

oder da wegen der Kleinheit von k und l ist £C=J[/==-^, so mufs3JiC'=X' 
sein, und also auch 

2lf = /,' = I.g(^) oder H^{:^) = U^(^), 
folglich 

-p- = -j— und also a = -jj-.-^. 
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Da aber le^ = . , and k = ~ , also -y = -ro- 's^ so Ist 

44 VV 4 

a = -yT"^ = /^vxa ^ und dieser Ausdrack redacfrt sich auf a = 4, da 

der Modal i! noch weniger von Eins verschieden ist, als der Modul A^^ 
Hiernach haben wir also die Formel 

zum Aasdracke des Modalar-Qaadranten K', wenn der sagehörige Modul U 

wenig von Eins verschieden ist, und es ist diese Formel desto richtiger, je 

kleiner der Modul k ist. Bei sehr grofser Kleinheit von k kann der Aus- 

4 
druck auf £^' = log-x- beschrankt werden. 

Anmerkung. Der so eben gefundene Ausdruck ^^ = iog(— r— ) 

oder £'=:log^-^J kann als das Anfangsglied einer so rasch convergiren- 

den Reihe betrachtet werden, dafs die darauf folgenden Glieder ihrer grofsen 
Kleinheit wegen auf das zu findende Resultat keinen Einflafs mehr haben. 

§. 57. 

Berechnung des Quadranten ÜC' aus denselben Modularzahlen, welche zur Berechnung 

des Quadranten K dienten. 

Wenden wir dieselbe Bezeichnung an, wie im %. 55., so ist nach $. 54. : 
2.41 = 41.; eben so ist 2.4^ = 4^; .... 2.4^ = -^- 

A Aj A, A, -'»(r-l) Ar 

Werden diese r Gleichungen mit einander multiplicirt, so erhfilt man 

2 ■jr= 



Ist der zum Quadranten Kr gehörende Modul kr hinlänglich genau =0 
geworden, so ist Jir/=-^ und also 

oder da Kl = log , '' ist, so ist 

also ^ 
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oder auch 

Da Ar* = ^ , ^•, und k' = ~^' ist , so Ist -j^ == -g^-! «od also 



■m = l^W' "^"' ""'''' 



eben so ist 



oder 



Q. S. W. 

Werden diese Gleichungen rait einander multiplicirt, und diejenigen Factoren 
weggelassen, welche sich, weil sie sich auf beiden Seiten b^Gnden, aufbeben, 
so erhfill man die Formel 

^ k* k* ^ * ^ ^*^ 

T6p* ^^^ Top" ^^^ * ' * ' ^^ * * * ' ' **' ' 



i 



Wird dieser Werlb in der Gleichung (1.) substiluirt, und dann r als un- 
endlich grofs angesehen, so bat man die Formel 



nK* 



!^.f icr\i .f t^\\ .t L* \i .f 1^' ^S • 



wodurch die Exponential - Gröfse e ^ als ein Producl unendlich vieler 
Factoren dargestellt worden ist; diese Factoren nähern sich aber sehr rasch 
der Grenze Eins, und aus diesem Grunde geben schon einige erste Facloren 
des Prpductes, etwa bis zum Factor (Ar«)'^, bei' wirklichen Anwendungen ein 
binlänglieh genaues Resultat. 

Man kann rückwärts sehr leicht zeigen, dafs die Exponential -Gröfse 

€ durch das gefundene Product vollkommen characterisirt wird. Ver-* 
tauschen wir nämlich in jenem Froducte den Modul Ar mit Atj, also auch k* 
mit Ati, wie auch K mit ÜC, ond f mit K[^ so erhalten wir: 
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• • 



16*1 

wird das Quadrat der Gleichung (2.) hierdurch dividirt, so entsteht die 
Gleichung : 






und der Ausdruck auf der rechten Seite reducirt sich auf Eins, wenn darin 
die Werlhe A= .{_ * und Ar^= . , / substituirt werden: der Exponent der 

Potenz von e ist also =0, oder auch ^'7~ = 77i? ^^^ ^^'^ ^^^ Formel (34.) 
im §. 54. fibereinstimmt. 

Werden ffir k[^ A^, ^3^ ^4 etc. die im §.55 angegebenen Brüche 
substituirt, und wird auch jetzt wieder ojT^^^ gesetzt, so erhält man, wenn 
auf beiden Seiten die natflriichen Logarithmen genommen werden, die rasch 
convergirende Reihe 

3. i;.iir' = log(*f)+iiog(^) + ilog(2i^ 

+A'og(^)4—- 

Hiernach kann also der Quadrant K' aus denselben Modular* Zahlen 
berechnet werden, welche zur Berechnung von rj oder K dem §. 55. ge- 
rofifs dienten. Die Reihe (3.) convergirt desto rascher, je gröfser der Mo- 
dul Ar' ist, und die Berechnung von tj oder K nach dem im §. 55. ange- 
gebenen Verfahren geht ebenfalls desto rascher von Statten, je ^gröfser k' 
ist. Man vereinigt also beide Vorthelle, wenn man nach dem Verfahren des 
$.55. denjenigen Quadranten berechnet, dessen Modul <Csin45^' ist, und 
nach der so eben gefundenen Reihe den conjugirlen Quadranten, dessen 
Modul > sin 45'' ist. 



§. 68. 

Darstellung der Functionen* sin (^u), cos(i7tt) und tang(i7f4), wenn aniu gegeben ist, und 
der Functionen @{n(9ti), (ici(fiu) und 2)ang (i^u), wenn am^i gegeben ist, als Producte 
unendlich vieler Factoren in Anwendung derselben Hodular-Zahlen, welche zur Berechnung 

von K oder if dienen. 

Ist in den Formeln des §.51. bis §.54. v = Ui^ so kann man eine 
ganze Reibe von Argumenten u^^ ti,, tis, ti«, .... u^, die sich auf die 
Modul ÄTi, k2^ k^^ .... kr beziehen, herleiten, deren jedes von dem vor- 
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hergehenden eben so ahbAngt, wie das Argument Ui oder v von u abhfingt. 
Es sei ferner Bmn=^ipf amti| = 9i, amti2 = 929 emu^ = (p^^ emu^^=(p^^ 
u. s. w., bis amti^ = 9^, indem wir die successiven Modul K^ k^^^k^^ .... k^, 
worauf sich diese Amplituden bezieben, der Kürze wegen in der Bezeichnung 
weglassen. Es ist nun dnu = y(cos^y-}-fc'^sin^9), und wenn wir Oberhaupt 
die Bezeichung des §.55. anwenden, 

dnfi = y(^cos>4-^sin>; = -^^ ^ 2Z. 

Setzen wir also: 

A = y(m^ cos^ y + '•^ sin^ <p\ A» = ^{fn\ cos^ (p^ -f n\ sin^ yj, 

Aa = v'Ciw'cos'ya-f ^ö'n^y?) u- s. w., 
so ist 

A . A, j A, . Aa j Ar 

m 0>, ">( m, iRr 

SabstUairen wir in der Formel (5.) des §.51. die angenomiDenen Zeichen, 
so haben wir, da r = u, sein soll, die Formel 

- iIJüL. 1 / "» _ i/2»L Jw+A 



A. 



m, 



oder auch 



1 






u. s. w., 

und nach diesen ziemlich einfachen Formeln müssen die Gröfsen A|, A,, 
A3, A4, .... A^ berechnet werden. Auch diese Gröfsen nähern sich 
der Grenze ri, welcher sich die Nodular -Zahlen im §. 55. nahern; denn 
da A^ = |/(wJcos^^^-]-nJsin^y^) ist, so isl, wenn m^ =^ n^ = ri wird, 

Nach Formel (2.) des $.51. ist ti = -5-7-57 • ti, = — -. — ti, = — «1, 
also — = — L = -s. .... — r — , oder wenn mr = t] ist, so ist ti = — , 
oder auch 

d. h. die Argumente u, tii, tis, t/,, .... ti^ nähern sich der Grenze rfli. 
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Da ferner (P, := am i^ ist, so ist audi, wenn k, binlSnglioh genau as fo^ 
^,ssti,s5i}ti^ d. b. die Amplituden <P, ^i, <Pa» ^Ps» •••• ^r nShern sieb 
eben so sdinell derselben Grenze i)«. 

Der Fermel(20.)im S.53. gemSlsiBt tnffs(f+\).!^a j-|p..i!^ 
=: — T— ^ t oder aucb 

llt| cloi#| ' 

tniias'^tDfii/ ebenso ist totTiS^tofibi tiiiia= ^^.tniis, u.8« w. 

Da nun tetir=:taDg€i^s=taDg(i)tf) wird| irenn r hialSoglich groüi oder 
lieber unendlich grofs genommen wird , so erh&lt man durch die Multipli- 
eation der vorstehenden Gleichungen die Formd 

Stang(iiti)=s tang^.f— ^.— i,— i.=A ••••it ^oder audi. da m=l ist» 
^ \ Jll llt| Wtj IR^ / 

Die Faotoren dieses Productes convergiren nun sehr rasch gegen die Grense 
EioS| da ^r^=^r^=^fi ist^ und zwa^r desto rascher^ je Ideinw der Mo« 
dul A: ist« 

Der Formel %nUi == j-^^.snii des %. 51« gemSls ist snfii ss 

^ip^snn, ebenso sn»,= ^jJ^snii,, snii,= j;j^=^8ni«a, UoS.w. 

Da nun snu«. sasui(i)fi) wird bei gehöriger Kleinheit von K oder Grfifte 
von r, so erhält man durch die Multiplication jener Gleichungmi 

. Sin(4,«) =. sm(p.t;pp^.;;j-:p^.;jpp^.j;j-:^^ ....). 

Der Formel (7.) des p, 51. gemSb ist snqt>i " ^ = ^Ä^«»* 
SEP — ^^r-onti. und also 

on«i=^pT:-^onti; eben so ist cni»i ess -—j-^ontii, u. s* ir. 
Aus diesen Gleichungen erbSlt man eben so, wie Torhin 

A / \ f^^ / 2A. 2A« 2A, 2A. \ 

Im Allgemeinen hat I^eine der drei Formeln (20)^ (3«), (4.) einen Vorzug 
vor der anderen; die eine oonvergirt so rasch als die andere; die sämmt- 
liehen briggischen Logarithmen^ welche bei ihrer Anwendung vorkom«* 
men^ kamen auch schon bei der reonrrirenden Berechnung der GrölSiGn 
Ai9 Ai» A39 A4 etc. vor^ und die Modular-2«ahlen des $• 55t ^ welche 
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hier wieder gebraucht werden , dienten sohon zur Berechnung von i\\ ist 
9] u nach einer von diesen Formeln berechnet worden^ so erhält man durch 
Division die Gröfise von u selbst« Die Berechnung von Aj^ = /"(l — h^ sin^tp) 
kann durch ein bekanntes Verfahren erleichtert werden« 

Zusatz« Setzen wir in den obigen Formeln ui, u^i, tfst etc# 
fnr u, tix^ ti2 etc. 5 ohne den Modul mit dem conjugirten zu vertauschen^ 

so verwandelt sich A = dnii in A = -V^ == /"(l +ÄMn'^tt); setzen 

wir nun am^ii = \/^9 so ist A= /'(l-^Ag^tang^^f•)= ^ "^o8U;^'° ^*® 

Modular- Zahlen bleiben nun dieselben , wie im §«55«^ auch bleiben die 
Formeln (1.) ungeändert^ welche zur Berechnung von A^, A^^ A3 etc« 
aus A =:/'(14'/?^tang^%//) dienen^ obgleich diese Grölsen selbst nun an« 
dere Werthe erbalteur 

Da A^= K^r — ffr Bin \jfr) j^j ^^ erhalten wir auch nun« wenn 

^ cos \pr 

iTir = Hr ^= ^ geworden ist^ 

Da sich nun aber tangCP = tnfi in isn^ti = lsin^p; cos(p = onli in 
—7— = — : und sin^ = 8nii in itn'ti = ttang\^ abändert, so erhalten 
wir die Formeln: 

5. $an9(r)«)= "°^-(4*" ' ^- "^ '^ -•)» 

6. @m(,J«) = tang^^.(;;^.^J^^.;;;^^ ....), 

^ /c ^/ -N 1 /2A, 2A, 2A, \ 

Die Anwendung der ersten Formel fiir $ang()]fi) ist nicht zu empfehlen^ 
wenn u beträchtlich grols ist , weil der ^tcu^ (i) tf) aus dem bekannten 
Werthe von Sang()]ti) dann nicht scharf genug bestimmt werden kann» 

§. 50. 

Die Grofse i}ii dargestellt 10 rasch cooTergireodoo Reiben, weoo amu oder am'u g^ebeD isL 
10 Aoweodang dereelbeo Modalar- Zahlen, nelche aar Berechnnog Ton fj oder K dienen. 

Setzt man in den Formeln des $• 52« ^ wie auch in der Formel (2») 
des §.&h und der Formel (30.) des §.S3. jetzt n für yi fix für t) und 
kiim K^ so erhält man 
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« SS i-r-r:.«!. 



1^ 

do II — docii 

amil = ^ainfii4-iaro8iii(Arx8Qtij) = iamUx+icurotaDg^-^^^^j» 
Wenden wir dieselben Modular- Zahlen^ wie in $• 55« an^ so haben wir^ 
^ = rx;r^A ^^^«^ ';;:'=^7ri eben so ist 2.-i- = -^, 2.--^=-^ U.S.W. 
Werden diese Gleichungen mit einander multiplioirt^ so erhalt man 2^tl = — • 

wir 

Da sich nun mr der Grenze f\ nähert^ so nähert sich also ^ der Grenze 

i/^Uj und -^^ derselben Grenze fiUj da sich der Modul kr der Grenze 
Null nähert. 

Setzt man wieder dnti = — , dniii s=s — i, dnt% ss — i; . . , 



m 



mnssn' ist» so kann die Formel auch also gesohrieben werden; 

yi «* i (^ + ^)» e'>en so is^ 

1. j^' = *(^*+^)' 

Uf 8« W» 

Femer ist ontii = -^ — ^—^ — t und also 



m — n 

m — 



ü.cnii, = i(V-.^'). 



2 

Aus dieser Gleichung und der vorhin hergeleiteten erhält man durch Ad- 
dition ^^^-^•cnfix + Vi== V und also rückwärts: 



m— 71 



.cntix = V — Vit 



2 

Wir wenden noch die folgende Bezeichnung an: 

32 
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und entwickelnd ehe wir weiter gehen ^ die Formeln, welche m einer 
scharfen Berechnung der Grolken ^^ ^2> ^zß ^4> etc» dienen« Es ist so- 
nfichst tfiSa-H— »snlliUnd inUiS=i--2— ^ — ; V -r y y — jp^ ^^^ 

V 

aiD«=s(Pj abo Vss^(i^k^»Wp) gesetzt wird; daher ist 

2V 

Die folgenden Goeflldenten ^s» 9^, ^«, ^t eto. kSnnen bequemer boTeoh- 
net werden. 

dj m — » S0M|' * doiij 

^^^ij^snfixcniit ist, 80 ist 
Vi 

da aber cnti* 3= — — *- ist, so entsteht 

J7 (m-i.)» ' V, 

Dieser Ausdruclc gestattet nooh eine Reduotioo« 

Aus den Gleidiungen flii b ^t^ und n^ ^ /'(mn) folgt ftuf der 

Stelle ml^n\ss ^""7"^* , and es ist also 

ft « ^:i^.^,= (V-VO-*';''yco»y eben so ist 

2V» * 2V.2V» 

» Vi--V> A __ (V— V.XVi — V,). k* siny cQgy 

*"" 2V, '^ 2V.2V..2V, ' 

3« ^ ^ = ^« — Vi ^ a-s (V— V.)(V. - V«)(Vi — V<)- ** »ioy wwy 

^ * 2V, ' ' 2V.2Vi.2Va.2V, * 

S — Vi -'^4 11 5_ (V-V.)(Vi-Vi)(V«--V.MV. — V4)'=*«i''y«'»y 
• 2V4 * • 2V.2V,.2V,.2V,.2V4 

u. s. w» 
Die GrSfsen ^2^ S^, $t, ^s eto. werden nicht alle positiv sein, wenn auch 
$1 positiT ist, weü auch die Differenzen V— V,, V, — V,, Vj — V,, 
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^j— Vi eto» nioht immer positiv sein werden, Uebrigen« oBhern nkh 
die GrSrseo V» Vi^ V2, V,^ V« eto. sehr rasch dem Yerh&ltnisM der 
Gleichheit 9 und es wird V^ssf), wenn m^ ss n,. =: 1) wird. Eine Folge 
hierFon ist aber, dais die Grofsen ^2^ ^3> ^4> ^s etc* eine überaus rasch 
oonvergirende Reihe bilden; in den m^ten Fallen ist sdion ^4 hinlSng» 
Udi genau s=s 0» 

Nadi diesen Torbereitungen ist es nun leicht, 1]« in einer rasch con« 
vergtrenden Reibe darzustellen. Es ist amif s3^amtr|-h^arcsin(AAsntfi), 

da aber *iss j=p = ^^ ist, so haben wir 

amii 8s ^amiii + iarc sin (^^ ; eben so ist: 
•lamHi SS iamti2-{-iarcsui(-^), 
^amtis SÄ iamfi, + iarosin(jjji) 

Dnroh die Addition dieser Gleichungen erhSIt man 

amt( s^am«,+iaroun(^) + iaro8in(^)4'i>'Ottn^|^) +•••• 

Tergrolsert man aber r hinlfinglich, so nähert sich -^nmUr der Grense ijti^ 
und es ist also 

4# f}tf 3s(p--^arosin^)~iarc8in^)— ^arcsin(^)~^arcsin(^ 

— ^arcsin^j— etc 

Da arcsin(ArxSniii)as±arooos(dnfit)s3arctaog(^^^^ 

ssarctang^^^ ist, so kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 

5. Tiu « (P~*arctang(|L)_iarctang(^)~iarctang(|s^ 

— TVarctang(|i.) — Aarctang(|«-)— etc. 

Die einzelnen Glieder, welche in diesen Reihen auf (p folgen, haben un- 
geachtet der Vorzeichen ( — ) vor ihnen nicht jedesmal eine Terminde* 
ruDg zur Folge, da unter den GrOisen i^, Stj ^3> S4, $$ etc. dnige auch 
negativ sein werden. 
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Den 80 eben entwickelten Formeln gemals müssen^ um vjU za be« 
rechnen 9 auDser den Modular- Zahlen des §. 55* und den Grölsen V^ V|^ 
V2> ^3^ V4 etc.) auch noch dieGröüien ^x^ ^2> ^s> ^4> ^5. etc. berechnet 
werden; die Berechnung der zuletzt genannten Gröfsen kann man uuh 

geheui wenn man^ da aro ain (ki an tii) s= ± arc 00s (dn uj s=^ ± arc 008 ( — ^) ^ 
die Formel also schreibt: 

Q. i]U c= (p + 1 0^1 • arc cos ( — -j + ^Oa • arc cos \^\ 

*)- ^CX3. arc 00s ( — -j + ®*^ f 

und unter jedem von den Zeichen ai> 02^ o^^ o« etc. versteht entweder 
4*1 oder — 1« Vergleicht man diese Reihe )nit den vorigen , so sieht 
maUi dafs die unbekannten Vorzeichen sich lediglich nach den Zahlern 
der Ausdrucke S^ $2, ^3> ^« ®tc, richten« Ist| wie wir hier annehmeui 
amti oder ^<C'2 > so ist 

«1 =s — !• 

Ferner haben die übrigen Grölsen (h» P^zj (h> ^ ^^»1 deren jede := j:l 
ist| dieselben Vorzeichen: 



«2 


mit • 


-(V- 


-vo, 




«3 


mit • 


~(V- 


-V,)(V,- 


-vo, 


«4 


mit < 


■-(V- 


-V.)(V,- 


-VO(V,-V,), 


«S 


mit • 


-(V- 


-V.)(V,- 


-V,)(7,-V3)(V,-V«) 



U« 8« W« 

Hiernach lassen sich die Vorzeichen 02^ 03^ Otj^ o« etc»» auch ohne die 
angegebenen Producte wirklich zu berechnen^ schon aus der blolsen An« 
rieht der .Gröfsen V, Vi, Vs^ V3J V4 etc. bestimmen ^ wenn man nur 
darauf achtet^ ob diese Gröfsen, statt abzunehmen, zunehmen« Jedesmal 
findet ein Zeichen Wechsel Statt, wenn dne folgende von diesen Gröfsen 
gröber ist, ab die ihr zunächst vorhergehende, und durch diese dn&ohe 
Bemerkung sind alle Vorzeichen in der Reihe (6.) völUg bestimmt« 

Da die in der Reihe (6.) vorkommenden Arcus im Fortgange sehr 
rasch immer kleiner und kleiner werden, und also mittelst der Cosinus 
nicht scharf zu bestimmen sind, so wird man die Reihe (6.) endlich also 
darstellen : 
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Zusatz. Setzt man ui für »^ »it für Ui, t^t für V2, n. 8« w*y 
so bleiben die Gröfsen V, V^, Vj etc. reell, nur Sndern sie ihre Bedeu« 
tungoi. Setzt man am't< st^, so verwandelt sich V =s /*(1— ^sn^ti) 
in V s= v^(l + *» tn'* «) oder V = /"(l + A* tang'r^). 

Die Formeln (1.), welche zur Berechnung yon Vj, V^, Vj, V, etc» 
dienen, bleiben ungeSndert, wie auch die Modular- Zahlen des $. 55. JDie 



^1 = ^° " °° " verwandelt sich nun in i$i = l*l!5lü . g^^jt man 

aulsordem noch iS^ fdr ^3^ iSj Cur $3, iS* fdr ^4 etc., so hat man 

($ — *' **°^^ 

* 2Vco8v' 

* 2V, * * 2V.2V/ «>»V ' 
S ~ V.-V« Ä — (V-V.)(Vi-Vi) ** tongy 

$ — V«- V« ^ CS (V~Vi)(V.~V«)(V«-Vs) ifc*tongV> 

* 2V, * ' 2V.2V,.2V,.2V, * cosi// ' 

$ -s^inZi ^ =- (v-v.)(v.-v,)(V,~v»)(v.~V4) «=*to"gv> 

* 2V4 * * 2V.2Vi.2Vj.2V,.2V4 ' ««»V 
u. s. w. 

Da nun aufserdem amu* a=<^mtt = ti? am' ti=ti^%^ ist, so haben 
^r also zur Berechnung von u aus am't<=:v^ die Reihen: 

9. 1)1« = !^^/;— i^ S(rc@in (^) - i 9(rc@in (^) -i9Crc@tn (^) 

— ,V9tK@tn(^)— Ä'2tw@in(^) — etc., 
10. 1)»= «^p — i2(rcJanä(|5-)-i9ttc5an9(^)— i2(tcJan9(^) 

— :Är2t«2onä(^)-A5CrcJan9(|^) -etc. 

AomerkuDg 1« Es ist eiu bemerkenswerther Umstand^ daCi so« 
wohl die unendlichen Producte im §. 58« aU auch die so eben gefunde<i 
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Den Reihen einen im Ganzen gleichen Grad der Convergenz haben i wel« 
eher nicht von der GröJse der Amplituden (p und x^, sondern lediglich 
von der Grufse des Moduls k oder k a'bhüngt« Ist der Modul der gege* 

benen Amplitude Kiwk-Tf so wird man sie := ^s=s am ii setzen^ nnd also 

die Formeln (20> (S.)» (4.) des $.58« oder die Formeb (4.)» (5.)f (7«) 

des §• 59« anwenden ; ist aber der Modul der gegebenen Amplitude ^ sin -j- 1 

8o wird man sie =i^=am^ii setzen i und dann überhaupt die Formdn 
(5.)f (80 9 (7f) des $.58. oder die Formeln (9.) und (10.) des §• 59. an« 
wenden y wenn in beiden Fällen die Rechnung so kurz, als möglich^ sein 
soll« Wir werden^ wie hier^ so in der Zukunft immer uns den Modul k 

als <r>in-^f und den Modul ib^ als ^ sin *?- vorstelleui w^nn das Gegen« 
tfadl nicht ausdrficklich erwShnt wird« 

Anmerkung 2« Wenn man m der viel gebrauchten Modular-Glei- 
dmng ^^fXF '^^'^ ^^ Moduls k setzt —^ so erhfilt man 7y.a=s ^ *v , 
wrio im §• 49« , und es kann dieser Ausdruck auph also dargestellt werden : 
X» ( ]^|l]t|^xT^^ . Wenn man gleich^itig ku Vis u setzt, so 

verwandeln sich die Formeln des $• 5L| $• 52. , $» 53« in die des §• 48« 
imd ^. 49. 



Filnfter Abschnitt^ 

^. 60« 

Von der lotegratipn der Modalar - FonctioDeo, 

** " man den Ausdruck ^=^ y %xc%axi^(k%namu)^ mdem 
man ti als verSnderlich betrachtet, so erhält man dt^^^^~^^^. 

' 1—*' 80*0 80*11 

Diwer Ausdruck kann auch also dargesteUt werden: "»(«+")+" («-") ,ati 
and es ist also 

1. y^ »°(^4-'^)+'°(«-'^) ,ai, = 1 9lrc5an9(*snasn II)- 

Setzt man in dieser Formel a^iKf für Uj so verwandelt sie sich zu« 
nfichst in 



L 
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„ l!lLi£±!i^_i!ll2_^ =: i. 5rrc Sang (^), 
und es Ut also 

Setzt man in der Formel (L) zuerst JEi—a für a, so verwandelt 
sie sich in: 

2 ^ y VlrcSniigi^ÄsncÄsnii); 

setzt mau in dieser Formel nun k^a Tut a und k'u für t/^ femer — statt 
des Moduls h, so erhält man auf der Stelle: 

— ^ ^ ^ ^ ' . ö II = — aro lang ^— cna cnc*i) , oder 

Vertauscht man in dieser Formel den Modul k mit A:^^ indem man ai fSr 
a und III für II setzte so verwandelt sie sich in: 

Setzt man in der Formel (3.) ka Vir a, ku fSr u und 4" statt des 
Nodub kß so verwandelt sie sich in^ 

. / — ^-- — —^ — ^ «oti a= aro tang(dnatn ii)y 

was mit den Formeln (13.) und (14.) im f. 12. nbereünstimmt Setzt 
man in dieser Formel K^—a für a^ so verwandelt sie sich int 

Vertauscht man in der Formel (L) die beiden conjugirten Modul, und 
setzt man ui für a, wie auch iit für ii, so erhalt man: 

7. ^ t,(a+i.)+»n(a--.) g^ ^ i- 9(,c laiig (*'tnil tu«), 

und eben so erhSlt man aus der Formel (2.) 

8. / 1 (^ 4. ^?iL_) « 9(„ Sang M . 
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Der Formel dBm(a±n) ta^ ±iD(a±u)8u gemSlk ist rückwärts 
f dn(a+u).dH = am(a+ti) + Gon8h und 

j — dn{a — n).dH es ain(a— ii)-{-ooD8t« 
In beiden FfiUen findet naa die Constaote ==— -amia^ und en ist also 

!f dn (a+n),dH =s am (n-l-ti) -ama = arctacg(tn(a-)-ti))— arc tang (tnä), 
/^— dn(Ä^ii).3ti = ani(a*ti)— amo's arctang(tn(a--t<))-arctang(tna). 
Aus diiesen beiden Formeln erhalt man durch Addition: 

0. 2 ^"^ = I ^— amo. 

und dTese Formel verwandelt sich nach $• 12« in: 

2« / — ~^^2, — — ~ arctangi^tnirdnii)— arcfaüg(tn«), 
oder auch in: 

Setzt man in den Formeln (L) JST — a för (^ so erhält man: 

oder auch 

/o du(a-i«) ~ jfcr[arotaDg(Ä'tn«)-.arotong(A:'tn(rt— tt))J, 

'/, dn^+w) *" p- [aro hing (A;'taa) — aro4aDg(*'tn(a + «))]. 
Die Formel (2.) aber verwandelt sieh Ja 

Setzt man in den Gleichungen (!•) ka für a^ ku fiir n, und — statt des 
Moduls ky so erhalt man: 

/-cnia-u).du = i[arctang(^i?;^^)-arc(aDg(ii^)], 
und die Formel (2.) giebt ebim so: 
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Setzt man in den Gleiobungen (5.) ai tut q, »t for ir > n«ohdem man die 
beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht hat, so erhält man: 

und die Formel (6.) verwandelt sich in 

Setzt man in der Formel (5.) K—a fiir a, so hat man zunächst 
/ Gnc(^ — u).du = -^ I arc tang (p cn (a — u)J — «rc tang ^r; cn a l] • 
erhält man nach §• 31« sofort 

/ sn(a— ti).öti = -r- [3(rc Sauc) (A snc (a— II))-- 9(rc Sana (Arsncn)]. 

o } • 

r 1 

J sn (a + ti) . d ti = j (2trc Jang (* sncü) — UCrc Jaug (A' sno (a + n))] • 

Wird auch in der Formel (6.) gesetzt K — a für Uy so wird sie 

" 2 ^ '.Bu^ j [arotang ^onaj ^aro tang{- cna cniijj , 

und dem $• 31« gemäls verwandelt sie sich in 

*/ 2 

=s -r- [2(rc Jan^Ci* woa) — StwJangCÄ «ooa suoir«)] . 
Aus den Foracteln (7«) erhSIt man in gleicher ^eise; 

f ^^. " . =5 5(rc Jaiig (snc a) — 3lrc Jan^ (»nc (a + ti)) uod 

/ g„/^_.^> ers 3(rc Sang (sno (a-~ti))<^$(rc Sang («nca), 
und aus (8.) erhält man: 

Yertausoht man die beiden oonjugirten Modul, und setzt man at fiir «^ 
vrie auch ui für u, so erhält man noch: 

{f\n{a — u).du s= — [9(rcJan(j(dnoa) — 9(rc2an9(dno(a— tt))J, 

fj^ta{a+v).du^^ [9(tc Jang (dno (a + «)) ^ S(»c tan^ (dno a)] , 
j^^ y> .:(a+H)--t,(a-.) g^ ^ l[2(r(Jan0(^^-)-5(«5an9OInc«)], 
• 33» 



256 15* Gudermann, Thtorit dtr Moi,-PuHct. und dir Mod.'Intfgr. §.01. 



{/, a(»-„) = 5lKJanä(dn(a— «))— anSonäCaDa), 

Zusatz. Aus den eotwickelten Fofmeln machea wir iuid uoch 
folgende ZusammenstellitDg: 

- f snacnuäaudu 1 -*< m ,w , . >■. 

'• ./ i-k^t '^ül^^ ~ T «« 2ön9(ÄBn« sn«) + C, 

- /• caailnasnu du icun.fi v i ^ 

ä- y i-f ■,.■...■» = t'"''°e(f°°''°'°'')+c> 

. rma inaenu inudu 1 . /Jfc \ . « 

*• y i-f..'...-,. = T "" '»"8 (-p ™«« CD «) + C, 
*• y i-t',.'. .!■■,■ = ■Mto"g(aii« tDO) + C, 
6' / "T — rm : =* arctaDeCtD«dnii)4- C, 

_ P ata caa duu.dfi 1 <w » y/.* , , ^ . « 

- /* dDaiouniu.du 1 cu o /dncaX , ^ 

JO. / *. *'."-':."-^.'' — = atcSong f— ) + C 

J cb'o tn*M — Jfc" «n'a ad*« ^ \iuvu/ ' ' 

"• / •.:.':-:.■!" =a,.ian9(!H)+c 

-- rcnadDtr inu du cw » /sMa\ , ^ 

_. /^ cDsenudu 1 eu ». /nieii\ . ^ 

"• y ....„..-f...a. ^ = F ä(KS«n9(— ) + C, 

lA r ■aaJBflBouJBud» . 1 «_,»._. /«•"flX, « 
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1*- / d,«ad,»u+t°"*^«"n»a,.'« = T «~ ««ng(diioa tu«) + C, 

Alle vorhin betrachtete Integrale lassen sich also als Amplituden ^ oder 
auch entweder ak oyklische oder als hyperbolische Arcus darstellen» 



§. 62. 

Zweite Difierenziale der cjkliichea Modalar.Fuoctiouea and ihrer oaturlicheo Logarithmeo. 

Differenzürt man die Gleichung d snu^scnu änu.du noch einmal^ 
so erhalt man d^snii s= (-^A^snii on^t< — sn ti dn^ ti) d ti^^ und es ist also 

1. il^ = — (l+*^)8nw,+ 2*^sn*u. 
Eben so findet man noch die Formeln: 

2. ilijii. == (-.l + 2A:')cnu— 2**cn^fi, 

3. i^ — (1 +k^) tnu + 2*'» tn'ii, 

4. iliift = (l + *^)dnti — 2dn'ii. 

Ist also z irgend eine Modular - Function des Argumentes u, so hat ihr 
zweites DifFerenziaUVerhältniTs jeden Falles die Form 

d P 

Da überhaupt d log P s= -p- ist , so erhalt man 

d log 80 u ^^ cu u dp u ^ duii ^^ k' co ^ 

^^ — s= =s s= — tangi^am2u = — tntidnii. 

au COM SUCH ** ^ 
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f D U SOG U ' 



u dnii 
glog toll dun . Jnu ^^^ 1^ 

du CU* M ID M *^ 80 IC Ca u 

Differenziirt man diesd Formeln üoch dxunalf «o erbSIt man nach einer 
leichten Reduction: 

*• " ' ^j 1 — ^ ^= JTsnti — — ; — . 



— ^^=5 — s=— A'cn^ti — --r-. 



8. ^''r°" =: Ä'Mn^ii 



Ott* lo* u * 

Da 1— i^ — i^^ssO Ist 9 80 kann die Formel (O.) auch also geschnebeu 
werden : 

Ott* ^ü*tt 

Zum Beschlüsse entwickeln wir noch das Bweite DifferenziaUYerhaltnifs 
Ton dn^ti. Es Ist 

— 3 =s — 2Ap^sntf ontidnti. 

du ' 

also 

^^^ » 2A'dn'fi8n'ii + 2A*sn^ticn^tt — 2**on'tidn'ii. 

Setzen wir der Kürze wegen dn^u 7=z t, also ik^sn^irss: 1—-/ und 
**cn^ti = ^— Ä'^, so ist 

oder, vreDa man nach Poteozen Ton / ordnet, 

|lLs=— 2*'»+4(l+*'')/— e/', ffir ^ssdo'tt. 

(Dio ForiMtsong folgt ün aichsCen Hefte. X 
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16. 

Sur Tusage des s6ries infinies dans la throne des 

nombres. 

(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet^ prof. a rooifersiM de Berlin.) 



\|ue tönte progression arilhm^tique dont le preinier termo et la raison 
sont des entiers sans diTiscar commuq^ renferme une infinite de nombres 
Premiers y c'est une proposition qui se präsente , pour ainsi dire^ d'elle« 
memei mais dont la demonstration rigoureuse n'en est pas moins sujette 
u de grandes difliculti^« L illustre Leyendre qui l'a employee comme 
lemme daii» diff(^rcntes rechercbes^ et particuiiereinent pöur ^tablir la belle 
loi de r^ciprocit^ qu'il avaiit d^couverte entre deux nombres premiers im« 
pairs quelconques, s'est atissi attach^ a en donoer la demoostration qui 
etait en efFet ui d^sirer, a cause des nombreuses applicaticus dont la pro-» 
Position est susceptible. Cette d^onstration dont le principe est tres 
ingenieuxi ne somble pas complete; en la oonsid^rant avec beaucoup d'at« 
tention, on reconnait qua l'auteur y fait usage d'un th^oreme qu'il ne 
fonde que sur rinduction, et qui n'est peut-etre pasmoins diflioile «üprou« 
ver que la proposition que Tauteur en deduit. Du moins les tentatives 
qoe j'ai faites pour completer les recherches de Legenäre^ ne m'ont pas 
reussr et j'ai ^t^ oblig^ de recourir h des moyens tout k fait difil^renta» 
Je suis parvenu A ^tablir la proposition dont il s'agit, en m'äppojant sur 
les proprietes d'une classe de series infinies^ qui ont beaucoup d'ianalogie 
avec Celles qu'Euler considere duns le chap. XV. de son lotrod. h l'Aoaf. 
de rinf» Depuis que j'ai ecrit le memoire q\A contient oette demonstra« 
tion^ et qui paraitra dans le volume de TAcademie de Berlin, actuellement 
sous presse I j'ai continu^ a approfoiidir Io& proprietes des series dont fy 
ai fait usage» Ces nouvelles recherches m out fait reconnaitre que la con« 
sideration dri series de cette espece constitue une mettiode tres feconde 
d'analyse iodotermineer ^t qui s'applique ä des questions tres vari^es« En 
attendant que je puisse achever un travail etendu sur cette maiiere, je 
vais indi((uer rapidement quelques applicatfons nouvelles de ce genre d^ana- 
lyse« La methode que j emploie, mc parait surtout meriter quelque at« 



260 16. Lejeune Dirichlft^ surPusagedei s/rieiinfin. dan$ lath^oHedegnombreM, 

teotioD par laliaiflon qu'elle ^tablit entre l'ADaljse infinitdsimale et TArith- 
m^tique transcendante | et j'espere qua sous ce rapport eile pourra inline 
int^resser les g^omotres qui ne s'oocupent pas specialement des questions 
Telatires aux proprieles des nombres« 



La lettre q d&ignant un Dombre premier positif 4 v 4* ^^ les nombres 
Premiers positifs impairs et difFerents de q seront de deux especes« Pour 
oeux de la premidre espece que nous d^^ignerons g^iü^ralement par f, on 

a siuFant la notation et un tb^ordme eonnus^ ("7^/ ^^ ( ) ~ ^ ' tandis qne 

oeux de la seconde espdeei d^sigof^ par ^j sont tels que \—^j = (— ) = — !• 
Seit de plus s une variable oontiaue et positirei assuj^tie ik rester sup^« 
rieure & Tunit^« Cela posö^ on a (^Wdeiiimeiit oes trois ^quations; 



1. 



n-^-nrfr = s(f)^. 



»-/• *+? 



9 

l_JL 1 L * 



le aigo« de multipUoation le rapportant A f outes les Talean de f ou de y, 
et le sigoe sommatoire A toutes les valeuts de n positives, impaires et 
non-diTisibles par q. On oondut des ^uations pr^oddeotes; 

I — * T JST TT?; Tjü T" • • • • > 

on Toit faoilement que le preuüer membre de P^ation (2.) peut ^tro 
dörelopp<$ dans une s^rle de la ipnne 

3. S^, 



Gonme Ton a 
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le tigne 2 se rapportant h toutes lei valmrs positirei et in^aires de m 
qui D'ont que des faoteurs premiera de L'eipecie /> et jx ^tant le nombre 
dea diviaeun premiera kiegaux de m. 

CoDsid^na maintenant lea diffi^entea formea qaadratiquea dont — * f 
est le d^termiDant« Soient 

ees forroesy lea coefiScieDta extremea ^fant positifa et jamaia paira ik la foisi 

c'Mt-^-dire lea formea qoi oo^stituent ce que Mr. Gaufs appelle ffenus 

posiUvum firoprie primitivum, 

Dana oette Enumeration dea formea quadratiquesi noua adoptona la 

dasaification de Mr. Gaufs, e'est-a^dire que noua regardona comme dif* 

fi^rentea deux formea qui ne pr&entent que oe que Tillustre auteur dea 

disqidsitiones arilhme&cae appelle l'^uivalence impropre« Liogrange^ qui 

le premier a fait voir que pour un d^terminant donnE, il vly a qu'un nombre 

fini de formea differentes^ consid^re comme dquivalentea deui: expreasiona 

tfUea que 

ax'^^hxy^rcfy a' x^ +2b^ x" y^ + i/ y"^, 

loraqu'on peut passer de Tune h Tautre par une aubatitutioo de la forme 

X = <tx' + ßy\ y = y^ + ^/> 
lea entiera a^ ß^ y, S Staut tela que aS — ßyzss±l^ 

Cette condition eat en effet auf&sanfe pour que lea deux formea 
repr^aentent lea mSmea nombrea« NEaomoins^ il y a de Ta^antage u ne 
regarder lea- deux formea oomn^e complelement ^uivaleotea que dana le 
oasy ou il 7 a une transformation de Tune dana Tautre pour laquelle on a 
aS — P'yss-f-l. En adoptant cette notlo^ de l'Equivalence propre , on 
aimpUfie singulierement un grand nombre de recherches et Ton conserve 
la conoision dans beaucoup d'^nonc^^ qui faute d'y avoir Egard^ ae trou* 
veraient surcharg^s de restrictions« II 7 a memo dea th^rdmea qui pa« 
raisseut isoles et restreints aux d^terminants qui remplissent certaines con- 
ditiona, dans la maniere ordinaire de consid^rer lea formea quadratiquea^ 
tandia qu'ils ne se presentent que comme des cas particuliers de proprie- 
t6s g^nerales communes aux formes qui ont un mSme d^terminoxit quel- 
conque, lorsqu'on euWisage les choses sous Je meme point de vuc que Mr« 
Gauf's. On en voit un exeniple remarquable ^ si Ton rapprocbe le theo- 
reme^ demontrE dans la Th^or, des nombn 4« part. §• Vi.^ de celui qui 
CeüUt Tobjet de Tart. 232. des Disq. aritb, 

Crellc*« Journal d. M. Bd. XYni. Hfu 3. 34 
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11 est d'ailleiirs leidle de passer de la olasttfieation de Legmäre k 
oelle de Mr. Gaufs. Ce passage oonsfate shnpleiiieiit k attribuer Tun et 
Tautre signe aux ooef&eieDts mojreos^ en exoeptant toutefois quelques for* 
mes partiouIiereSf qui ne se doublent pas et qui sont pr^s^ment oelleS| 
qui troublent la oondsion des propositions« 

Supposons que dans Tune queloonque des formes (4«)f ou attribue 
aux iDd^termin^es s et y^ des valeurs positives ou negatives , premieres 
entre elles et telles que la valeur oorrespondaote m du trinome seit im«^ 
paire et Qon*divisible par q. II r^sulte des th^r^mes oonnus que m 
o'aura que des diviseurs premiers de Tesp^ f. RMproquciment, uo nombre 
qoelcooque m qui D^a que de pareils diviseursi peut toujours Stre eirpriiD^ 
par uue ou par plusieurs des formes (4.)» x et y reoevant des valeurs 
Sans diTiseur oommnu, et pourra TStre autaot de fois par la totalit^ de 
oes formes qu'il y a d^unit^ daos la puissanoe 2^"^^, fi d^ignant, oomme 
plus haut^ le nombre des diviseurs simples lo^gaux de m. II suflSt pour 
s'en assurer^ de rapprooher les art.l8O.L9 135. , 156« et 105« des Disq« 
aritbm« Oo oondut de lA cette equation 

2 s — — ^ ^ I «5? * I 

obacone des sommations indiqu^ dans le seoond membre s'^tendant u 
tous les systemea de valeurs positives ou negatives de j? et y, premiSres 
entre elles et qui rendent le trinome ou elles sont Substitutes ^ iropair et 
non - divisible par q. En oomparant l'^quation pr^c^ente aux ^quations 
(2.) et (3.) 9 on aura 

Les termes du seoond nombre peuvent prendre une forme plus simple. 

Le premier de ces termes^ par exemple^ est evidemment äquivalent ä l'ex- 

pression 

2/ J 

la double sommation indiquee par S% se rapportant h tous les sj^stemes de 
valeurs positives ou negatives de x et y^ qui reroplissent la double con- 
dition 1^ de n'avoir pas q pour commun diviseur et 2^. de rendre le 
trinome impair et non - divisible par q. 

Cette double sommation ne saurait etre effectu^e tant que la va- 
riable s reste ind^termin^e^ mais le r^ultat devient extrememeut siiupie. 
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loraque oette irariable suipatte infiaiiiieDC peu Vumt6. En posant ^ ss 1 -{* ^, 
q ^tant posilif et infioimeot petita et exprimant la tdrie double par une 
integrale d^finioi on trouve astez faoilement^ surtout si Ton a'aide de eon« 
Bid^rations g^m^triques, que la valeur de la s^rie est 

o'est-ä-dire que le rapport de la aerie k Texpres^on pr^o^ente oon« 
verge vers Tuoit^y lorsque q oooverge rers z^ro» Ce r^ultat ^tant ind^ 
peDdaot des ooefBcieoits ßj b, e, et ne renfermant que le d^termioaiit oom- 
mun ä toutea les formes (4«), dont doub d&ignerons le nombre par A, 
on condut que le second membre de T^quation (5«) est ^uivalent d 

h 2^^ * ~ 9 i ^^^' toujoun GODsid^ri^ eommo infinimmit petit D'uo 

? Sf r ^ 

autre GOt^> on s'assure focilement que le faoteur 2 -7 du premier membre 
a la valeur -^ — . — f tandia que Tautre faoteur oooFerge vers la limite 
fioie :s{—)—. On a dono l'^galit^ 

Pour obteuir le nombre h, tout ae r^uit dono ä d^termioer 8, Pour par^ 
veoir h oette determination, multipliooa par tttT* I' viendra aiosi 

'-(Di 

le signe se rapportant maiatenant ä toutea loa valeurs enti^rea de n, pai« 
res ou iiopairesy ä partir de n ac 1 , k l'exoeption de cellea qui sont diFi» 
sibles par q. Pour effeotuer oette sommation ^ noua aurons reoours aux 
bellea formules de Mr. Gau/s. D^sigoant g^o^ralemeut par a et &^ (U est 
aans doute ioutile d^arertir qu'il ne faut pas ooofondre oette signifioation 
des lettres a et 6, aveo oelle que neus leur ayions doonee plus haut) les 
r^i^us et les nou-r^sidus quadratiques de q, moiodres que oe nombre^ 
et par n un entier quelconque non - divisible par q, 00 a 

m» 

^) Ce ihdoreme et ks th^orvmes aoalogaes qne aons emploierons plns bas, 00t M 
^oonc^s daas lea Disq arilhm« art. 356. , maifl la d^monstralioo complete qui pr^eotait de 

34* 
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let sommatioDS so rapportant k toutn les vatears de a ou de b. En ia« 
troduisant cette expressioo de y—j dans T^quatioo pr^dente, 3 viendra 

TTfr-r-^ =^ SS — Sin SS — sm » 

Les sommations se rapportent Pone i\ a on b^ Tautre d it^ et il n'est plus 
ndcessaire maioteoant d'exolare les valeurs de n divisibles par q, le sidiis 
s'^vanouissant pour ees valeurs partioulidres de n. En oommeo9ant par la 
sommation relative ä n, qui peut s'efFeotuer au niojen de T^quation conntte 

■ ~^ c=s S — sin nsr^ qui a lieu taut que ss reste comptis entre et Ssr^ pn adra 
et par suite^ en remarquant quil y a autant de valeurs de a que de b, 

»=[«-(|)t],-^(2»-s.). 

L'expression de h deviendra dono 

* = ^l«-{f)T]^^. 
Le nombre premier q peut pr&enter deux cas. S'il est de la forme 
8y + 3f on a (— )^=3 — 1> ^' ^''1 ^ compris dans la forme 8y+7^ 

(— j = -^-i. On a dono pour le nombre h desformes quadratiques diflPi^ 
rentes dont le d^termioant est — ^> 



A^alLzZa^ y = 8y + 3 ou 4=:-?*=:^, y = 8y + 7. 

Ce double r&ultat s'accorde aveo rdlegaot th^oreme que Mr, Jacobi 
a ^noncöy il 7 d^A plusieürs ann^es '*^)« Pour faire ooinoider les deux r^ 
sultats^ il faut remarquer d'abord que illlustre g^omdtre a adopt^ la elas« 



frrandes difficnU«^ a eaose de Taaibignitö da nidical, tt'ji ii^ dono^ qne poüt^rienrement par 
rillustre autcar dftos na n^meire ep^cial. Novi corament. eociet. Gotiing. Tom. I. J'eo ai 
donti^ une antre, fond^e sor des prioripes eolieremcot diflereoff;. Yojez les m^iuoircs de Berlin, 
ann^ 1835, on ce Jonroal, tome XVII. Oo ponrra se coDvaionne paD Jes nombreoses appli* 
catiouB qae noiis ferons de ces fonooles^ combien il importait de faire cesser rambigoil^ da sigoe, 
qai affecterait ^galement loifs les r^allats qiic ces formales coucoorenl a faire obteoir. 

*) Ohservatio arithmetiea etc. Vol. IX. de ce joaroal. Vojez an.^si Ic conipfe reoda des 
e^aoces de rAcaddnn> de Berlin , Oct. 1837, ainsi qoe les Di^q. arltb. art. 306, X. et snrloni 
la oote relatiTe a cct art. , a la fio de rouTtage^ oü Mr. GquJs aaaooce des recbercbcs aar 
le fficme sojeti loais qui o'oot pas M pobiides josqo'k pn^seol. 
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sificatioD de L^enire, de sorte qua le nombre des formes qu'U d^gne 

pariV^ est tel qu'on a hssttN — U En efiPet, parmi les formes du deter» 

minant — g, ü n'y a qu'une seule forme arobigue qui est x^ -(- qy^^ et qui ne 

se double pas en passaut de la Classification de Legendre i\ celle de Mr. 

Gaufs. En seoond lieu^ il faut iaire attention que dans le cas ou q est 

de la forme 8v-|-3^ Mr. Jacobi considere des formes u coeffident mojen 

impairi comme Legendre Taväit d^ja fait dans sa Table , ce qui r^duit le 

nombre des formes au tiers« 

1 



Si l'on somme la s^rie j9 sans introduire le facteur 



^-m' 



on arrive u cet autre r^sultat plus simple quo le pröc^dent 

ou ^ et H designent resp» combien il y a de rdsidus et de non«rdsidüs 
quadratiques de q, moindres que \q. 

Seit p un nombre premier ^v^l^ Tunit^ except^^ et partageons 
les nombres premiers impairs eft difiS^rents de /^ en deux classes« Odsignons 

g^n^ralement par f ceux pour lesquels on a (^j == (— j (—1) * ss i^ et 

par g cenx qui satisfoat ä la condition y^) =» (— )(— I) * wm — t. On 
aüra alors^ comme dans le cas Ai]h consid^re^ 

n— l^.n— !t- = s^, 



n— I 



n — p.n — p « S-5J, 
i— — 1 — i- 

et par suite i i i 

le sigoe S sc rapportaut aux raleurs le n, impaires et non • divisibles par p^ 
d partir de ;) = ]. Cette equatioo prendra comme prdccdemmeut cettc autre 
forme: 12/« ^ t ^, . ,vT^/n\ 1 
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m d&igoant tous les Dombres impairs gui n^oot que des dinsenn premien de 
Teipdoe f, et fi^le nombre de ces diriseLva premien in^aux« Oo a par raite 

= 2S1.S(-I)=^(i)^, 

ou le premier membre a autant de fernes qu'il y a de formes pour le 
d^terminant — p, et les sommations indiqu^es par 2^| s'^tendaot ä tous las 
sjutdines de valeurs positives ou negatives de x et y, qui n'ont pas p 
pour commun diviseur et qui rendent le triDome sous le signe, premier 
ii 2 p. Enfaisant ' = 1+^5 ^' desigoant par h le nombre des formes, le 

premier membre deviendra 2pV p ^' ^'^^ ^^^ ^^ m^e temps 
2 — CS > P~ >-r-^ On conolut de lä 

»• 2p e 

Pour obtenir la s^rie qui entre dans cette expression de h^ nous aurons 
reoours ii la formule de Mr. Gaufi 

S cos >- S cos — - — OB I— j /». 

dans laquelle it est un nombre quelconque non-divisible pnp, et les som« 
mations s'i^tendant u tous les r^dus quadratiques a ou ä tous les non« 
r^idus quadratiques b de p, qui sont moindres que oe nombre premier« 
Au moyen de ce tbf^oreme, il viendra 



/";^.S= SS(— 1)"^'— cos^^S^ii — 2S(-ir'-cos^^ 

oA il est permis de ne plus exdure les valeurs de n divisibles par p, oar 
II est fiaoile de voir qu'on introduit ainsi les mSmes termes ^trangers dans 
cbacune des deux s^ies doubles qui sont pr^d^ de signes oppos^. La 
aonmiation relative ä n peut ötre effectu^e au moyen de la formule oonnue 

dont le premier membre est une fonction discoutinue de z^ et qui a re» 
spectivement ^ir^ — ^^r, ou ^t pour valeur selonque z est compris entre 
et f T, entre \r et ^r^ ou enfin entre ^t et 2t« Si donc Ton de- 

*) Theorie ftoaljtique de la chulcori pag. 175. 
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signe par A, A^, A'* les nombres des valeurs de a oomprises entre et 

\P7 \P ^t \P> \P ^^ P^ ^' P^^ ^> ^> ^" ^^^ nombres analogaea re- 
latiCi aux valears de h, Texpression de 8 denendra 

et oomme Ton a en rertu de propri^t^ oonnues du nombre premier p, 
A^A", Bz=B", A+A'+A"=sB+B'+B"s=£—, on oondut 

Ä = ^(A^B). 

On a dono eetfe formale trSs simple pour d^terminer le nombre h des 
formes quadratiques doot le d^terminant est — /^^ 

h = 2(A — B) = 4^_ P^. 

On seit que ees formes sont de deux espSoes, les unes ne repr^ntant 
que des nombres impairs 4 y + 1 , et les autres que des nombres impairs 
4v-|-3« D^ignoiis par A: et / les nombres des formes qui appartiennent 
respeetiTement au premier et au second de ees deux genres« Pour d^ 
terminer k et l, on remarquera que Tegalit^ (6«) reste exaotOi en y mo« 
difiant les signes oomme il suit, 

L'^quation qui en d^rive et qui est analogue h l'^quation (7«), ne differe 
de cette deroiere qu'en oe que les series doubles d^signees par 2^^ sont 
preo^d^es du signe — , lorsque la forme quadratique qui s'y trouve sous 
le signe 2^, appartient au second genre. On aura donC| en posant tou« 

jours *=!+?> (* — 2 /"p p P^^ lavaleur du premier membre, et 
eomme le second membre reste ^vidcmment fini, on condut 

ce qui donno 

&= Z= A—B = 2^- i^. 

Les deux genres contienDent dono chacun le memc oombrc de formes« 

Ce r&ultat renferme le th^orSme d^ja cite de la Th, des Nombr« 
Ed efiet^ lorsque p est de la forme 81/+I, les deux formes ambigues 

x^'{'Py^f 2a?' + 2j?y+ 2~^^ ^"' ^^ *® doublent pas en passant ä la 
Classification deMr. Gaufs, appartiennent l'une et l'autre au premier genre. 
On a donc ees relations entre les signes de Leffendre et ceux que nous 
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Teno As d'employer, &* s 2(ilf — 2) + 3^ l ss^N, d'ou Fon oondut 

Par UDO analyte enti^rement semblable h oelie qua noos aTona 
appliqu^e dans ca qui pr^ceda aux determioants — q et ^^p, on peut 
obtenir le nombra des formes quadratiques dont le d^termioant est un 
nombre quelcooque^ positif oo n^gatif^ premier ou compos^« On trouTa 
ainsi las th^rdmes suivants» 

j^q ^tant toujours uo nombre premier 4v-f*3> d^ignons par A et 
par B respeotivement combien il y a de r^sidus et de non-ri^sidus qiiadra« 
tiques de q entre les limites Iq et iq. Cela pos^, le nombre des forme« 
dont le d^terminant est — 2q, sera exprim^ par 2(^ — B), oes formes 
4tant d'ailleurs ^galement r^parties entre les deun genres qui existent 

pour ce oas*'' 

„p ^tant un nombre premier 4v-|"l9 soient^ et JB resp» les nom« 
bres des residus et de non-residus quadratiques compris entre et -^p; 
soient de meme A^ et B' les nombres des residus et des non» residus qui 
tombent entre {7^ et ip; cela pos^, le nombre des formes quadratiques^ 
ayant — Qp pour ddtorminant, sera exprime par 2(A — JB— it'+^Oi ^^^ 
formes ^tant d'ailleurs ^galement r^parties entre les deux genres«" 

i,Les lettres p et q oonservant la signification pr^o^dentei d^ignons 
g^n^ralement par a les nombres iofiSrieurs et premiers ^ pq^ qui sont tels 

qua (— ) ^=' (— ) 9 ^t per ^ Im nombrßs analogues qui remplissent la oon- 

dition (— *^) =~\~)* ^'^ pos^, Texprestton du nombre des formea 
quadratiques dont le d^terminant est ^pq% sera - — HÜ ou 3 — —^^ 

selon que Fon aura pq^7 ou ^3 (rood.'S)^ ces formes ^tant toujours 
^galement partag^es entre les dnix genres. ' (Ce th^reme est snsceptible 
d'un autre enonc^ plus simple comme celui dono^ ci-idessus pour le d^« 
terminaut — q.) 

Et ainsi de suite. 

Lorsque le d^termtnant est un nombre positif D, l'analyse qui fait 
eonnaitre le nombre des formes quadratiques difförentesy exige une atten- 
tion tonte particuliere ä cause des nouvelles conditions auxquelles ils faut 
avoir ^gard dans les sommations doubles que nous aTons design^ par 
2^ Ces condidons qui -s^ajoutent a celles qui ont lieu pöur les d^termi« 
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oants D^ati&9 ocmristent W en oe qae leg Taleura de 4? et de y doiyent 
£tre choisiee de mani^re k rendre le trinome aa^^2hxy-\'Cy^ poeitif 
et 2^ eu oe qa'il ne faut employer qu'un aeul des qrBtdmea de Taleani 
de X et de y, ea nombre infinft T^ s® di^duisent les mui des antres, au 
inoyen des formules 

x' SS xt — (pX'^r^y)^ y^ ■=* y'+(Ä*+i^>0^> 

^ et ti d^ignant g^n&'alement tous les nombres positifii ou n^gatÜs qui 
satisfont k r^quation 

Gette circonstance iotroduit dans Texpression de la s^rie double le 
faotcur \og{T+U)rO)j T et U d^igoant les plus petits nombres (k Vex^ 
ception de 1 et 0) qui r Solvent r^quation pr^c^dentei en sorte que oe 
logaritbme joue icf le m^me r61e que le nombre ir dans le oas des d^ter- 
minants n^gatifs« D^un autre o6t^, la serie analogue ä oeHes que nous 

arons d^sign^es par 2(— ) — et S( — 1)"^(— )— t et que renferme Tautro 

membre de r^uation, sera ^galement exprimiSe par un logaritbme tel que 
logC^ + rV^)! 2^ et U' ^tant la Solution de l'^uation (8.)y qui se 
d^uit de Tapplioation des fonotions oirculairest Or^ on a en Tertii d'un 
th^rSme oonnu 

K ^tant un entier et par cons^quent 

^ ~ los{T+ VVO) * 

C'est dono de oet entier A> que di^end le nombre des formesy niab 
l'expression de cette d^pdndance pr&ente quelque l^gdre diffirenoe seien 
les diff^rentes formes dont le d^terminant D est susoeptible« 

L'analyse que nous Tenons d'indiquer cune manidre rapide^ en m^me 
temps qu'elle d^termioe le nombre des formeS| a Tayantage de simplifier singu- 
lierement plusieurs tb^ries tres-importantes di^jji oonnues, mais qui n'aTaient 
^t^ Stabiles que par des miStbodes tres oompliqu^es. De oe genre sont oelles 
qui se r^ument dans les beaux tb^ordmes d^montr^ par Mr« Gaufi dans les 
art. 252.^ 26h et 287«, IlL des Disq. aritb«^ et dont le dernier surtout exigeait 
jusqu'Ä prisent le conoours d'un grand pombre de reohercbes tres-^tendues. 
(Yoyez la fin de Vart. 287«) Ce mSme tb^oreme r^ulte aussi d'une combioai- 
son tres -simple de la loi de r^ciprocit^ aveo la proposition sur la pro-* 
gression aritbm^tique, mais oe mojren de d^monstration ne diffdre pas au 

CrellcTs Jooniat d. M. Bd. ZYm. Hft. 3, 35 
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foad 4« celui quo dods tcooiib d'indiqiwr, dii moioi, lonque ponr ^tabUr 
que toute progresaioo aridiin^que reaferaae one infinit^ de Dombres pre- 
mien, on a reooun aax s^ies, comme bou raroos lait dai» le m^ntotra 
oit^ pliu haut. 

Lea th^rämes qui d^termiDenf 1« nombre des fbrmes qnadratiques, 
renfbrmeot impUcntemeiit an grand nombre de proposhions qui peurent 
s'^noDoer iad^pendamment de la tfa^rie de ces formes, et qm leraient peut- 
Stre tr^-difBoile« ä d^ontrer «am le seoottn oombin^ de nos s^riea et 
des formules de Bfr. 6au/i. H räsulte, par exemplej de oe qu'on a vu plus 
baut que pour un nombre premier f =4i' -f*3, la Bomme des aoa-r^dns qua- 
dratiques lurpaue toujours oelle dei rMdos *), que pour un nombre premier 
p=s^v\-tf il 7 a toujours un plus grand nombre de r^dos qae de non- 
r&tdus moiadres que -^p, etc. On peut eocore augmenter le nombre de 
ces propodtioDS, les sAies que noos arons ooDsid^r^, ^tant suiceptibles 
i'Hn sommtfea dans plosieurs oas sans que Ton j luppoie « ^ 1. Cest 

oe qü arrire, par exemple, pour la t^rie s(— )-;, le stgne S se rap- 
porfant k foutea las raleurs eotidres de n^ A partir de n est 1, ä Pexolusion de 
Celles diriiibles par p. En effectuaut cafte sommation, on arrire k la oonohi- 
sion quo ponr un nombre premier p'=iv-{-i, on a toujours Za*>'2f. 
Des consid^rations du m&ne geore peurent enssi serrir ä faire oes-> 
ler rind^termination que pr&entent les formales qui donneot uoe Solution 
del'^uation ^ — Dii^^l, aa moyen des fonotioos drculaires, et qui ont 
6t6 publik par Mr. JacM et par mcü **). Pour en donner un exempl^ 
suppoBons D=ip. On a alors: 



*) On a oDcore A^B, A t^ B iin%Mv.l comse ci-dcnnii comlüeu il 7 « <l« rfn- 
dus Ol ■)« Don-rMidaa ds q, ftl desaonB do ^q. Diias od artwle dn bnlleria de Hr. de Pi- 
rutsae (.Man 1831, ^itg. 137), o& Hr. Cauchy ^nonce «■ iktforiiM (cfa-TMoarqniibl« rui 
Im nombrM pniuiers 4v-|-3> " c^litir« analjsie ^isHtifn« dmx caf iclffn ^m A'^ B m 
A ^B, Ce qti'oB a prouv^ plus haut, noatro qw 1« sacond e» os «aiiriit avoir lim ai 
foit ctSMr riadiUrMnatioB qiie le (b^onme da Mr. Cauelty senblail prü»Kr. 

**) Compie reflda d« rAcad^mifl it BerÜD, Oclab. 143T. Tom XTII. de oe joannA: 
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le signe TI 86 raf^rtaat A tootes les valeors de a on de b, et les eotiers k 

et k satia&iiant k P^qiiation 

J^^pk" s —4. 

n 7 a des questions qui exigent q&on ooanaisse las aignes dont les valeim 
dö k et kj tir^ des ^^atioos pr^c^deotes, aont aflfeot^es« 

n est Evident qne la vaienr de k est positive, mais la d^ermina» 
tion du signe de A pr^nte des dif&oalt^« Pour r^udre cette qaestion, 

on remarquera qne h sera positif od n^atif, selon qae le rapport ^^^"^^ 

sera aop^rieor ou iaf^rieor h Punit^ Toat se r^oit donc ä Toir ai 

log (r^T^^i) ^^ pesitif ou n^gatif« Le d^vdoppement en s&je doiuie 

la sommatioD relatire ü n, s'^tendant ü toutas les yaleurs enti^es et po-» 

aitives. Or, la differenoe Sa'' — * S e '^ s'evanouit lorsqne n est 
dmsible par p; dans les antres cas eile devient par les formules de Mr. 

Gai^s, (—} VP* ^^ ^ ^^^^ simplement 

oÄ i1 faut exclore les valeurs de n, dirisibles par p. 

La a^rie renferm^e dans la second membre, ^tant la limite de 
Sv-^)-T> l<>nqoe $ oonyerge rers runit^, et cette derni^re ponvant se 
d^mposer en nne infinit^ de factenrs tons positifrj oomme il snit: 

iA H eptre tonte la a^rie des nombres premiers, le senl nombre p exoqpttf^ 
on conclut que S (-^j — a nne Talenr positive» et partaot que le signe de 

h qu'il s'agissait de d^terminer^ est n^gatif« 

Je terminerai oette noto, en montrant la parti qn*on peot tirar des 
sörles pr^c^dentes, pour di^termmer las expressions - limitas des valenrs 
moyennes de certaines fonctions tres-irregolierea^ relatives aint propri^t^s des 
nombres. (Yoje^ pour la d^nition des valeurs moyennes des fonctions 
de ee genre, les Oisq. arithm« art. 301.) Dans nn memoire r^cemment 

35» 
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lu A I'Acäd^ie de Berlia *), je me niis ■ttacM d ^blir quelques pria* 
npes desquelles on peut d^duire ees expremons - limites ou Ioib fioalei, 
dont la ooiuiaissanoe est Ir^- utile dant diff^rentes recherchea, et j'ei fiiit 
l'appUoBtion de oes prindpea ä lä d^monstration de la formule remarquable 
que hegmdre a doiw^e pour exprtmer d'une maDi^re trdi - approch^ com» 
bieo il 7 a de Dombres premiers au dessooi d'uoe limite quelconque, mais 
trds-grande, et ä d'autres questiona du m^me genre. J'ai trour^i par 
exemple, ^le la ibrmule tres- simple 

logn + 2C, 
C d^gnant une oonstante conBue (Eulert Calo. diff. pag.444), expiime 
areo d'autant plus d'exaotitude que n est plui grand, la valeut moyenne 
du nombre de* divüeun de l'entier n, et qn'on a pareillemeat pour la 
somme moTeime de ees mSmes diviseunj 

Cea r^tütafs ont 4l4 oodoIus de la serie coonue de Lambert et 
d'une autre s^rie aualogne. Ha pourraient aussi se d^uire des s^ries coq- 
«d^r^es plus baut. Toid maintenant un noureau r&ultat qu'on tire de 
cea deruiSres s^riea. Seit /X») la foDOtipn de n, qui indique de oombien 
de manidres le nombre n peut ae d^composer en deux Dactenrs premiers 
entre eox. On a, oomme roa sait, /^n)=:2', h. d^ignant le nombre des 
divueura premiera iu^aux de n. Cela pos^, on trouve facilement 

s/W _ y'M 

on i'on a fait ^(ff)=:l+ grH" p +">*^ et la sommation devant a'^tendro 
A toutea les raleurs entierea de n, A partir de n=: 1. En poaant, oomme 
plus bautj f =a t-f-^f et d^reloppant le secood membre auivant les puts- 
aauces asoendantea de ^, il viendrai 

^^=Ä[|r + C-^+2C)i+....] 

La ooDBtante C est la raeme que ol-dessna, et C d&igne la s^rie 

»eg2 , l«p3 , rog4 , 

-2r + -3T- + -4r+"-- 

Au moyen de la m^thoJe d^elopp^ dans le memoire oft^» on trouTe aur 
le obamp quo Texpreasion - limite de la veleur moyenne de fin), est oelle* ci : 

*) Coaipt» nnttn pour )e noU de FirTicr 1838. 
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Les formules remarquables qae Mr» Gtntß a indiqa^es doni les 
art« 301« et suit« de bod bei ouvragei peuveot toe obteiraes par one ana» 
Ijrse du meme genre» Supposonsi par exemplei qa*fl a'agisae d'obtennr 
la Taleur meyenne du nombre des genres qcd out liea pour le dtftermi« 
nant — n, nombre qae nous d&igoerons par F{fi)m Si l'on compare 
l'art«231«9 oi& tous les oaraoteres complets amgnables a priori aont 6nn^ 
m^r&9 STec les art« 26h et 287« ^ oä PiUustre auteur bit Toir quil n'y a 
qua la mohi^ de ces oaractSres^ qui eorrespondeot ä des genres r^llement 
existantSf on trouvera faoUement les 5 ^uations qui suivent et dans les* 
quelles od a pos^, pour abr^ger^ 

l:g£) = s£^>, «=:4y+2, 

2* V(2f) n* ^ ' ' 

T' vM:iEÖ ^^^i^» n — 4V + 1, 

les sommatioDs se rapportant ä toutes les valeors pouHyes et entidres de n, 
oomprises dans la forme Unfaire indiqu^e ä e6t4, En faisant oomme plus 
haut « = 1 + f ; OD trouve que Pexpression - limite de la valeur moyenne 
de F(n)f est suivant les 5 formes qu'on vient d'^num^rer: 

^(togn+^'+2C-|log2), 
;?T(«og» + ^ + 2C+iIog2), 

;^(log« + ~?+2CH-ilog2). 

et oomme sur 8 entiers cons^outifs queloonques il y ea a resp. 1, 1, 2, 2,2, 
qui soDt oompris dans oes 5 formes^ 8v, 8v-}~^f 4y-)-2^ 4y + l| 4y + 3» 
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00 oonelut ^e Pexpreuioa- limite de la valeur im^eime du nombre dei 
genra qui oot Ueu ponr un d^termioant >— n, doot on ne d^igoe pas U 
forme lin^re, est Ui somme des expressions (w^deotei rup. multipU^ 
par loa fraotioiu -(, ^t f, f » )-. Oo troure aioti 

;i(log» + ^ + 3C-ilog2), 

oe qui oouioide areo le r&iultat de Mr. Oauf». 

F. 8* En d^ontrant ^us haut les th^orÄmes relatifs aux d^ter- 
minanta — y et — p, od a ^oncd deux oonditiom auxqaelles Ufautariur 
^ard daiu las soRimations d^gn^es pw S', et dont la premi^re coi^ 
■ittait ea oe que lea rateura siniultaa^ei de ir et de y- oe deraient paa 
«Toir le diviseur oommuo y ou p> Cette oondition est en eSet exaote et 
r^ultidt de oe qui pr^c^dait, mais oa a oubli^ de faire remarquer qu^elle 
pouvait fitro omise comme ätaot comprise dans la seooDde oondition d'a- 
pr^ laquelle le trinome ne doit reoevoir que des Talenn premidres k %q 
OD A 2p. 

Berlin, an mois de Mai 1836. 
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Ein polyedrischer Satz. 

(Yoo Htrro C. Koppe in Soest«) 



JLi ehrt atz« Ein K&rperi weldier von zwei parandon Yieleoken ab 
Grundflüdieii und tod Trapezen ab SeiteoflSohen eingescUotten wird, bt 
einem Prisma gleiob^ welches zur Höhe hat den senkrechten Abstand der 
beiden parallelen Gmndfl8chen von eioander nnd zur Grundfläche den in 
der Mitte zwbehen beiden Grundflächen parallel zu denselben gef&hrten 
Dnrdnchnitt des Körpers vermehrt nm den zwölften Theil eines YieledLSi 
welches mit den Grundflädien einerlei Winkel und die Unterschiede ihrer 
homologen Seiten zu Seiten hat# 

Beweis« Die parallelen Gmndflflcheu seiend und B, ihre Seiten 
Ol, 4i2ß üyp •••• und bi, h^^ b^, ••••; eine Ebene parallel mit denselben 
durohschneide die Seitenflachen in einem Yielecke Zj dessen Seiten «n 
Zif Zif •••• sein mögend wo die mit einerlei 2ifier bezeichneten Seiten 
Ol Ub bi u. »%f Ha u. 62 n. 1^2 u« z. f. als In derselben SeitenflXehe liegend 
gedacht werden sollen. Endlich seien die Winkel , welche zwei Seiten 
eines Vielecks oder ihre YerlSngerungen einsohlieCsen , auf die gebräncli« 
liehe Wdse durch (Hi ^2) 9 (a^ a^ u. s. w« bezeichnet« Nun bt bekannt« 
lieh der Inhalt des Vielecks A gleich einer Summe | deren erstes Glied 
8=^0103 sio (11^02) bty und deren folgende Glieder ebenfalls gleich sind 
den halben Producteo aus |e zweien Seiten mnltiplicirt in den Sinus des 
Winkeb^ welchen dieselben oder ihre VerlSngerungen mit einander bil« 
den. Bei dieser Uebereinstimmung der einzelnen Glieder unter sich reicht 
es fBr die Vergleichnng der verschiedenen parallelen Durchschnitte volt 
kommen aus^ die Betrachtuog fnr alle, auf ein homologes Glied 'zu be- 
schrSoken« Demnach will ich also ganz kurz setzen: 

(A = \ai 02 sin (laTi o,) + . . « • 
B SS ^bib^ünibi ftj)-!-«... = f Ji fta »in («i Ö2) + ••••> 
Z 1= \Zi z, sin (Zi z,) -f • . . . =s l zi z^ sin (oi 02) + • • * » 
Denn da die Ebene der Vielecke A^ B, Y parallel sind^ so ist offenbar 
Z((h(h)— (*i *«) = («1 «t)> Z («i tf») « (Ji *3) = (z, Zy) tt. 8. w* Ist der 



376 17. C. Kopp» Hm pelyedriuAtr Satz. 

Alxtand der Gmndfläohoi A and B ron einander =3 A, und der Abstand 
dei DurohsduUtti Z von der Giundflüebe A gldoh x, so ist 

2, «, = «1— (o,— ft,) |- imd s^ >s «,_(fl,_*j^ , 
also auB (l.)i 

3. Z=i(a*a,— (a«i«i— aj»j— fljJOf +(«i— *i)(«»— *a)fi)wi»(axO.) + -- 

Der IdIuU d« Kauen iwisofaen A und B enthaltenen Körpers ist folglich 

4. K=s f Zda> 

■»itflifli*— +(2«iöi— o,Äa-a,*i)A++(fli— *0(«a— *>)A]■"»(<»i«l)+.••. 
«=AA(2«l««+«l^+«l*l+a^*^)»w>(«la2)+••" 
Beieidine ioh den Durohsohnitt, woloher — parallel xu den Grundflüoben — 
ron beiden gleich weit absteht, mit M, und ein Frismay wridiea M aar 
Grundfl&ohe und h nir Höhe bat, mit P, so ist 

foIgUeh 

0. K—P 3s sV^CaiOa — a,03— a^Ai + diSOBlnCoioO + f* 

Dieser letita Aosdniok ist aber offenbar der zwölfte Theil rem Inhalt 
anea Prisma , weldiea h zur Höhe und 2ur GrundflScAe hat &a Vieleck 

mit den Sdten «^ — ii, tk — Bi und den Winkeln (aiOj), (uiO^..,,, 

woraus die Riditigkeit des tu erweisendeD Satsea herrorgeht. 



Dieser Sats wird aber nodi besondtts nntzUoh dardb die rielen 
praotischen Anwendungen, welche er zulfilst. So erhiilt z. B. nach dem- 
adben der Ausdruofc für den Inhalt eines abgekSnten Kegeb mit der Höhe 
k und den Ra£en r und ^ folgende bequeme Gestalt i 

'='*l(^)"+A('-e)']; 

der lohalt einea elliptischen Kegels (x. B. einw Badewanne) Ton der Höhe 
k und den halbea Axen aj und 1^ (lir die dne GmndflSohe, ki und h^ 
für £e andere: 

I = ,» (^i.iiii + A(«,-»,)(«i-»i)): 
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der lohalt einet PoDtoM, welohes $e Höhe h, untoo die Länge o^ und 
die Weite Oaj oben die LSnge bg und die Weite bt bat: 

des Inhalt eines Ton zwei parallelen TnqpeMO ab GnmdflSeben nnd von 
vier Trapezen ab )3eitenfl8<Aen ebgeeddossenen Körpers^ wenn Oi und Of 
die beiden parallelen Seiten der einen Gmndllfiohe^ ^ die senkredite Ent» 
lemung derselben von emanderi bi , &2 und il das Nemliehe für die andere 
Grundflfiohe und endlich h die Höhe des ganzen KSrpers bez^hnet: 

In diesem letzten Ausdrucke durften wohl ziemlich alle, von sechs 
Vierecken eingeschlossenen Körper^ deren Ausmessung im practisdben Le- 
ben Anwendung findet^ enthalten sdn« 

SSmmtliche Ausdrücke empfehlen sidi aber fSr die practnche An* 
Wendung ganz besonders durch ihre ausgezeichnete Einiachheiti» Sie sind 
nemlioh insgesammt ProductCi welche zum einen Factor die Höbe h ha^ 
ben^ während der andere Factor aus zwei Theilen besteht, aus einem 
Naherungswerthe -— dem mittlem Durchschnitt des Korpers — und aus 
einer CorrectioD, welche nach Befinden der Umstände entweder ganz weg- 
gelassen, oder wo grölsere Genauigkeit gefordert wird, sehr leicht ange- 
bracht werden kann« Auch ist diese Correction von der Art, dais sich 
ihre 6f9£ie, also auch ihre Entbehrlichkeit oder {Jnentbehrlichkeit in je^ 
dem besondern Falle sdmn von vorn herein gar leicht abschätzen UÜst; 

Soest den Isten Mai 1838. 
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18. 
Aufgaben und Lehrsätze, 

entere aufzulösen) letztere zn bevreisen* 

(Youi Hro. Prof. Steiner lo BerSa.) 



mtm 



M C irgend eine ebeae geschlossene und fiberall conrexe Cupve in fester 
Lage, und roUf ein gegebener Kreis K in der nSmlioben Ebene auf der 
convexen Seite derselben: so beschreibt jeder mit dem Kreise fest ver- 
bunden gedachte Punot P irgend eine Curve V, welche, wenu K immer 
fortrollt, beliebig oft um C herumlauft, entweder nach einem oder mehre« 
ren Umlaufen in sich zuriickkehrt, sich schliefst, oder nie in sich zurück- 
kehrt (oder nur nach unendlich vielen Umläufen) , je nachdem nämlich die 
Umfange von K und C beziehlich commenttirabel oder incommensurabel 
sind« Fär den ersten Fall, welcher hier allein betrachtet werden soll, 
sei Umfang K: Umfg» Czsk; Cs wo k und c beliebige ganze Zahlen, 
jedoch relative Primzahlen sind ; alsdann wird nach k Umläufen jede Curve 

V in sieh zurückkehren« Nur die vom Mittelpuncte p des Kreises K be- 
schriebene Corvo r macht hierbei eine Ausnahme, indem sie nämlich schon 
nach dem ersten Umlaufe in sich zurückkehrt, und dann diesen geschlos- 
senen Theil von ihr k mal wiederholt, bis sich die andern Curyen V 
aohliefsen. Der zwischen einer solchen geschlossenen Curve V und der 
Basis C liegende Flächenraum soll ebenfalls durch F bezeichnet und In- 
halt der Curve V genannt werden. Dabei sind jedoch, wenn k^l und 
miihin mehrere (A) Umläufe statt finden, gewisse Theile der Ebene mehr- 
fach zu nehmen und zu jenem Inhalte zu rechnen ; so besteht namentlich 
der Inhalt der Curve v aus k mal dem Räume, welcher zwischen dem 
einfachen Bogen derselben, der beim ersten Umlaufe beschrieben wird, 
und der Basis C liegt. Bezeichnet man ferner den Radius des Kreises K 
durch r und den Abstabd des Punctes P vom Mittelpuncte p desselben 
durch (h so finden unter andern nachstehende Satze und Gleichungen statt: 

1. „Die von dem Mittelpuncte p des Kreises K beschriebene Curve 

V hat unter allen den kleinsten Inhalt und zwar ist derselbe: 

V = (2c+k).ifr^, 
d.h4 2c^k mal so grofs als die Fläche des rollenden Kreises.^ 

2« yyPunde P, welche gleich weit vom Mittelpuncte p des Kreises 
entfernt sind, beschreiben Curven V von gleichem Inhalte, und auch unif* 
gekehrt; und zwar ist 

F= (2c + k).7rr'' '\-(c+k).rä' = r + (£j + *)-'»fl'f 
d. /i. der Inhalt jeder solchen Curve ist um die c^-k fache Fläche des* 
jenigen Kreises^ welcher mit detn rollenden concentrisch ist und durch 
den erzeugenden Punct P geht, gröfser als der Inhalt der vom Mittel* 
puncte p beschriebenen Curve vP Liegt insbesondere der Punct P in 
der Kreislinie K, so dafs az=s.r, so ist V = (3c + 2Ä).TrV' 
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3. fyDie ron dem Mitte^nmcte p heaekriehene Cune v ui tmter 
atten üe kürzeste und zwar ist ihre hänge 

d* h. c^k mal so grofs, ab der Umfang des rollenden Kruses^ *) 

Die vorstehendeo drei Sätze verlierei; nur in dem ganz spedeUen 
Falle ihre Gültigkeit^ wo A: = e=sl| d. h. wo der Kreis K und die Ba« 
Bis C gleichen Umfang habeni denn in diesem Falle sind sie nur unter 
gewissen Bedingungen wahr^ wie z. B« wenn die Curve C einen Mittelpunct 
hat. Dagegen finden aber andere Satze statt ^ wovon der folgende einer 
der einfachsten ist: 

4« „Rollt ein Kreis K vm irgend ^ne geschlossene convexe Curve 
C von gleichem Umfange^ bis er in seine anfängliche Lage zurückkehrt^ 
so ist die Summe S der In/ialte der n Chirven F», Fj, ...• F», dB« 
von je n Puncten Pi^ P2 > • • • » P« 9 welche die KreisUnie K in n gldche 
Theile /heilen (also die Ecken eines regelmdfsigen nEcks sind) beschrieb 
ben werden, constant, die Curte C mag sein, welche man will, nämlich 
die Summe ist allemal der 5 n fachen Kreisfläche K gleich, d. L 

S ^ 5n.7rrV* 

Es kann noch bemerkt werden^ dais im Allgemeinen analoge Sätze 
statt finden^ wenn der Kreis K auf der inneren concaven Seite der Basis 
C rollte und däfs man zum Theii die entsprechenden Gleichungen unmit- 
telbar erhalt^ wenn in den obigen — k statt -^k gesetzt wird. 

Wenn insbesondere die Basis C ein Kreis ist^ so reduciren sich die 
Sätze zum Theil auf bekannte Sätze über die Epi- und ÜTpocykloiden. 

Dagegen finden auch allgemeinere Sätze statt^ wie z. B. die folgenden: 

5« fVenn K, anstatt ein Kreis, irgend eine geschlossene convexe 
Curve ist, die einen Mittelpunct p hat, und wenn bei denselben übrigen 
Voraussetzungen, wie oben, k eine gerade Zahl ist: so ist gleichfalls 
sowohl der Inhalt als der Umfang der vom Mittelpuncte p beschriebenen 
Curve V ein Minimum, und für den Inhalt der von irgend einem ande-^ 
ren Puncte P beschriebenen Curve V hat man wie oben (2.) 

F = v+ic + k).7rä'f'' 



*) Befrachtet nao ?on der Corre t; oor eioeii Umlauf, oor des elofacben Bogeo und 
bexeichoet ihn durch i;^ , 90 ist der iDgehörige lohali (1 ) 

f» = (2|.+l).«rS 

nnd der Umraog (3.): 

(«,)== (-j-+l)-2«r. 

DiMe zwei Resoltafe folgen auch aus deo SAtzeo, welche Crelle in deo Gergonne^ sehen An- 
na leii (lom. 12. pag. 1 — 36.) hni^iesen hat, wo er zuerst den Begriff paralleler Cnrven nnd die 
weseiMtiicheten Eigenschaften derselben aufstellte. Deon nach diesem Begriffe ist die Curte 
v^ der Basis G parallel. 
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wobei a, wie fr&her^ den Alwtaod des PunoCesP Tom Mittelpunote p be- 
seidmet« Hier kehrt die Curre v oiobt mehr froher, ab die iil>rigen V, 
also ebenfalls erst nach k Umläufen in sieh zurBolL« 

6. Ist die rollende Curve K beschaffen wie vorhin (5.)| hat da^ 
gi^en die Bads C auch einen Mittelpunct und sind die Zahlen k und c 
beide ungerade {aber immerhin relative Primzahlen): so repräsenürt 
£e von dem Mittelpunete p erzeugte Curve v Wenfalls, in Rücksicht des 
Inhaltes sowohl als des Umfanges, €m MkAmm, und für den Inhalf der 
von irgend dnem PuncfeP beschri^enen Curve V hat man denselben 
Ausdruck, wie vorhin (S.)«'' i— Dieser Sata ^4t smah fm den bespnde» 
ren FalU wo ks-tcsst. 

1. Sind die Ganren K, V beschaffen^ wie beim letzten Satze (O.) : 
so wird die Tom Mittelpunete p der rollenden Curve K beschriebene Curve v 
gröfseren oder kleineren Inhalt habeui je nachdem diejenigen Puncte^ in weU 
oben K und C anfänglich emander berühren, gewählt werden^ Daher kann 
gefragt werden: „In welchen Punefen müssen K und C anßngüch ein^ 
ander berühren, damit der Inhalt (oder Umfang') der Curve v (f^r sich 
befrachtet) ein Maximum oder Minimum wird?** Offenbar vd^d damit 
siq;leich auch der Inhalt der irgend einem anderen bestimmten Puncto P 
entsprechenden Corvo V beziehlich ein Maximum. oder Minimum» 

Bin dnfisches Beispiel dieser Aufgabe wSre, wenn IST und V EU?p« 
aen von gleichem Umfiinge sind, oder noch beschrftokteri wenn sie gleiche 
Ellipsen sindt 

Femer kann gefragt werden : wenn K und C gleichen Umfang ha^ 
ben und einander in beliebigen Puncten berSbren^ und wenn sodann das 
eine Blal K auf C und das andere Mal C auf K rollt i wie sidi dann die 
von ihren Mittelpuncten beschriebenen Curven in Rücksicht des Inhaltes 
oder Umfanges fn einander verhalten? und ob namentlich ^ wenn der 
von dem einen MittelpuiMAe bescimebenen Curve ein Maximum' oder Bli- 
ninmm zukommt^ dann auch die andere eine gleiche Eigenschafik habe? 

8. ,,ßSndKundCgMehe Ellipsen und berühren sie einander, wOk-^ 
rendK auf Credit, stets in enfsprechmden oder homologen Puncten, so ist: 

r = 2T(tf+3^— Taß und V z=: 2ir(a?+ß^+ä')-^jraß, 
wo a, ß die halben Axen der Ellipse sind, und v, V und a die ihnen 
oben zugeschriebene Bedeutung haben. Oder bezeichne man die von den 
C^urven v,V allein eingeschlossenen ganzen Räume durch Vg, Yi, so ist: 

Vi =5 2«-(a'+|?) und Vi = 2T(a^+ß*+tf)'\ 
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Binfaclie Beweise der Isoperimetrischen Hauptsätze. 

(Voo Hrn. Prof. Steiner in Berjio.) 

(Aiifzofc aus filier am 1« Decembar 1836 in der liiesigeA Akademie der Wistenacbafttn gehaltenen 

Yoriesnng» ) 



MJie Relationen zwischen dem Umfange und Inhalte der Figuren in der 
Ebene 9 auf der KugelflScke und im Räume geben za einer Menge von 
Fragen tiber Maximum und Minimum AnlaCs^ deren leiobte und klare Beant« 
Mrortung sieh fast durchweg auf die Eigenschaft des Kreises^ des geraden 
Kegels oder Cyh*nderh und der Kugel stützt. Lhmlier bat dieses Gesetz 
(namentlich für die Figuren in der Ebene und im Räume) zuerst erkannt 
und in seinem Werk« ,,D£ relatione mufua capadUitis et termnorum figvm 
ramm etc. Varsiwiae, i782J^ ziemlich deutlich ausgesprochen. Allesi was 
vor ihm auf elementarem Wege hierin geleistet worden ist^ hat er mit 
grofser Umsicht zusammengefaßt und mit Scharfsinn rerbessert und erweis 
tert. Leider scheint 6fter sdn Werk eMirti als die darin herrschende 
Methode richtig verstanden oder gebGrig gewürdigt und befolgt worden 
zu sein; denn alle seine Nachfolger sind mehr oder minder von seiner 
einfadhen natürlichen Betrachtungsweise abgewichen ^ — abgesehen davonp 
dab sie sich auch auf eine viel geringere Zahl von Aufgaben und Salzen 
beschrankten, — wodurch aber auch in gleichem Maafse die schöne Ein« 
iacfaheit der Beweise ^ der innige Zusammenhang der Satze zusammt sei^ 
ner inneren Begründung verschwand. Die rein geometrische Betrachtung 
ist indels weit davon entfernt ^ die ihr^ ab* einer unbequemen und unzu« 
ISnglichen, vielfältig wieder&hreue Mibachtung zu verdienen; vielmehr 
macht gerade sie es möglich^ die Eigenschaften, worauf es hierbei haupt» 
•Schlich ankommt, auf eine höchst einfache und zugleich elegante Weise 
darzustellen, und zeigt überdies jeder anderen Methode den Weg, auf 
welchem sie sich ohne grolse Schwierigkeit des Gegenstandes bemächti- 
gen könne. 

Das eigentliche Wesen des hier zu befolgenden Ganges besteht darin, 
dafs nach den primitiven Ursachen und Umständen geforscht wird, welche 
das Maximum oder Minimum bewirken« Es zeigt «ich hierbei, dafs ans 
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wraigen einfachen Fundlamentakatzen leicht gewisse Hauptsätze folgen^ 
aus denen sodann alle nbrigen gleidisam wie blolse ZusStze sich stufen« 
ijfeise entwickeln lassen« Auf diese Weise giebt sich ein eigenthSmlioher 
Zusammenhang zwischen allen denfenigen Figuren kund, welchen die £i« 
genscfaaft eines Maximums oder Minimums zukommt ; es tritt namlieh klar 
herTor, äoh dieselben nur Terschiedene Tbeile derjenigen Figuren sind^ 
worauf sich die Hauptsätze beziehen ^ und dafi( die nSmlichen GrSnde auf 
denen die letzteren beruhen, auch in jenen zusanmiengesetzteren anschei- 
nend sdiwierrgm^n SHtzen fortwirken« 

Bei den von mir angesteltten Versuohen diQ genannten Gegenstände 
rein synthetisch zu b^iandeln^ stellte es rieh heraus, da6 die drei Gattungen 
von Figuren, ebene, sphSrische und körperliche niebt gleichförmige Beweise 
gestatten, vielttiehr die sphärischen ein ganz anderes Yerfahren erheischen^ 
als die körperlidien, während die ebenen beide BeweiMurten aulaissen« Hiet 
wird, ab eine kleine Probe^ nur Aejenige gegeben, welche fär die Figo« 
ren in der JEbMe nnd im Raune auf analoge Weise statt findet« 



Von den ebenen Figuren« 

$• 1. Pundamentalsatz« „CTiiler allen Drucken über gleichem 
Grmsilimen wsd von^^cher Höhe (oder gMchem InkaÜe) hat dae gl^ch* 
echenkliffe die kleinste Sehenkeleunme $ vtsd auch umgekehrt^ Oder mit 
anderen Worten: 

^^Jedee ungleichschenkl^e Ihreieck ABC (Fig. 28.) läfet sieh in 
mn anderes (gUMkschenkHges) ahe von gleichem Inhalte tmd gläeker 
GruadSme (AB i=?^jtib)<^verwandeln, wdches kleinere Sehesskelsttmine hat 
und in Bezug auf eine "hestisrimte Axe X, die dur^ die Spitze t und 
die BSiite m der GrundUme^ geM^ sgmsnetriseh isL'* 

Dieser allgemein bekannte Sata bedarf hier keines Bew^mu 

S« 2« „Sind die parallelen Seiten oder GrundUnien .ÜT, DE ei« 
nes Paralleltrapeaes JJDEB^ so wie die Hdbe oder der Inhalt dessdbeö 
gegeben, so ist die Summe der nbrigeo awei Seiten, AD-^-Bß, dann am 
kleinsten, wenn sie eioander gleich, oder wenn si^ gegen jede der paral«^ 
len jSeiten unter gleichen Winkeln geneigt mid: ^ Öder: 

,, Jedes Paralleltrapez ADEB, welekes an der eisten oder ande^ 
ren Grundlinie AB oder DE nicht zum ghiehe Winkel, hat kann in 
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^anderes ad eb von fil^chw^ Inhalte und ^leichm Grundlinien [AB^ah^ 
DE = de) verwandelt werden, m welchem die zwei übrigen Setzen eine 
kleinere Summe Aaben, und welches in ßezuff auf eine Axe X, die durch 
£e Mitten Qg, h) der parallelen S^ten geht und auf diesen senkrecht steht, 
symmetrisch isfJ* 

Wie leicht zu sehen ^ folgt dieser Satz unmittelbar aus dem vor- 
hergehenden (§. l.)« Denn ist DE ^AB,. so sind die Paralleltrapeze 
ADEB, adeb immer als Theile zweier Dreiecke ACB, neb anzusehen^ 
▼OD welchen sie mittelst der Geraden De abgeschnitten sind; und da so- 
fopt| rerroiSge der ParallelitSt der drei Geraden Aa, De und Cc, die Sei- 
ten der Paralleltrapeze 9 nämlich AD und BE,Md und be, von den zu- 
gehörigen Seiten der Dreiecke^ AC und BC, ah und b c, gleiohvielte Theile 
sind^so mufs folglich, wenn ßc^bc<^AC'\'BCj auch ad+be<^AD'\'BE 
•eb« — Wenn insbesondere dia gegebenen Grundlinien einander gleich, 
ulso ABz=iDEj dann ist ADßB mn Parallegramm und adeb einRecht«» 
eck und der Satz bleibt oSejoimt auch für diesen Fall gültige 

§. 3. Mittelst der beiden vorstehenden S.ätze kann nun jedes be- 
liebige conve:^e Vieleck V in ein anderes Vieleck Vi von gleichem Inhalte 
verwandelt werden , welches kleineren umfang hat, und in Bezug auf ir- 
gend eine Axe X symmetrisch ist« Dies mag durdi folgende Beispiele an- 
schaulich gemacht werden« 

I« Es sei ein Dreieck ABC (Fig. 20.) gegeben,. Aus den Ecken, 
desselben lalle man auf die beliebig angenommene Axe JS^ Perpendikel 
Aa^ Be, Ccy trage das Stück BD des. einen Perpendikdb Be, welches 
innerhalb des Dreiecks liegt^ symmmetrisch auf die Axe ^ so dats fii ^ ed 
und bd^=s^BD: so bat man d^s qrmmetisrische Viereck nie«?/ welches 
mit dem gegebenen Dreieck gleichen Inhalt aber kleineren Umlang hat« 
Denn vermöge der Construotion und zufolge $« 1« ist Inhalt ABAD ss 
Abad, Bher im Allgemeinen ab+adf^AB-^-AD; eben m/!^BCD — 
^bcd, undcb + cd<CB + CD; mithin ist Inhalt AABC^ Inhalt a^CiZ, 
Otet ab + bc+cdi'daKAB + BC+CX 

II« Durdbi eine neue Axe Y, welche zu der vor^en X senkrecht 
ist| wird das erhaltene Viereck ab cd auf gleicho Weise in ein anderes 
Tiereck aßyff verwandelte welches bei gleichem Inhalte vriederum klemeren 
Umfimg bat^ als jenesy und wekhes ia ^ScksiAht beider Axen symmetifisd^ 
mithin gldchseitig oder eine Baute ist und den gi^enseitigen Durchschnitt 

37« 



284 19* Steiner, einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze» 

der Axeni (i, zum Blittelpunefe hat« Abo wird mittebt sweier naoh eiii» 
ander folgender, und zu einander senkrechter Axen X, ¥ jedes beliebige 
Dreieck ABC in eine Raute aß 7^ von gleichem Inhalte, aber kleinerem 
Umiange, yerwandelt« Es kann aber auch mittelst der ersten Axe X alldn 
das Drtteck ABC in eine Raute verwandelt werden; denn wenn z. B« 
der Umfang desselben durch das Perpendikel Be gehBlftet wird, so dals 
BA^AD SS BC+CD, so ist abcd eine Raute, 

IIL Es sei ferner das gegebene Vieleck F etwa dn Sechseck 
ABCDEF (Fig. 30.), so wird dasselbe, durdi ein gleiches Yerfahren| 
mittelst der Axe X in ein symmetrisches Zehneck abficeidecifii Ter« 
wandelt, welches, Termoge der correqpondirenden Dreiecke und ParalleU 
trapetze, zufolge ($• 1« u. §«2.), gleichen Inhalt, aber klemeren Umfang 
hat, als jenes« *- Es ist klar, dais durch eine neue, su X senkrechte 
Axe Y das eben erhaltene Zehneck, im Allgemeinen, in ein 16 Eck ver« 
wandelt wird, welches, bei gleichem Inhalte, abermals kleineren Umfang 
hat, und welches in Rücksicht beider Axen X, Y symmetrisch ist, also 
deren Durchschnitt zum Mittelpuncte hat. 

IV« Gleicherweise wird jedes gegebene Vieleck V, von irgend 
einer Anzahl n Seiten, mittelst einer ersten Axe Xi in ein symmetrisches 
Vieleck Vi von gleichem Inhalte, aber kleinerem Umfange verwandelt, 
welches, im Allgemeinen und höchstens, 2n — 3 Seiten hat; ferner mit« 
telst einer zweiten beliebigen Axe X^ in ein symmetrisches Vieleck F, 
* Ton höchstens 2(!2it-*-2) — 2 Seiten; und fahrt man sq fort, so gelangt 
man mittelst der xten willkürlichen Axe Xx zu einem symmetrischen 
Vieleck V^ von höchstens ^^(n — 2)-}- 2 Seiten, welches bei gleichem In« 
halte kleineren Umfang hat| als jedes der vorhergehenden«-^ Wenn ins» 
besondere die zweite Axe X^ zu der ersten Xi senkrecht ist, so hat das 
Vieleck V2 einen Mittelpunct M und zwei zu einander rechtwinklige Symme- 
traUAxen (X^unäXi)^ aber höchstens nur 2(2ii — 4) Seiten, und alsdann 
bat auch jedes folgende Vieleck V^^ F4, •««« V^ einen Mittelpunct üf und 
zwei zu einander senkrechte Symmetnd« Axen, man mag die späteren Axen 
X^, X^, .... X^ annehmen, wie man will, was Idcht zu sehen ist« 

$• 4« Diese Beispiele zeigen, dab durch Wiederholung desselben 
Verfahrens jedes gegebene convexe Vieleck F sich in ein anderes Viel- 
eck V^ von gleichem Inhalte, aber kleinerem Um&nge, verwandeln ISCit, 
Mddies so Tiele Seiten haben kann, als man will« Wird aber die Zahl 
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der Seiten sehr grofis^ oder oneadtioh grob gedacht^ so mußt, da der Um* 
fang nicht wSlolbst^ sondern sehwindeti jede Seite einzeln sehr klein^ oder 
anendlioh klein werden und mithin der Umfang des Yieleoks 'V^ irgend 
^ner Cunre sehr nahe^ oder unendfidb nafae^ kommen« Da in gleichem 
Sinne jede gegehene Curve V als Tieleok von unendlich vielen und uu« 
encHich kleinen Seiten angesehen werden kann^ so folgte dals dieselbe,» 
durch das nämliche Verfahren , mittelst einer beliebigen Axe Xj , sich in 
eino andere Curve Vi von gleichem Inhalte , aber kleinerem Umfange, 
verwandeln läfst, welche in Riicksioht der Äxe X, symmetrisch ist« Eben 
so gelangt man mittelst einer zweiten, zu Xi senkrechten, Axe X, zu ei« 
ner Curve F, von abermals kleinerem Umfange, aber demselben Inhalte, 
welche zwei zu einander senkrechte Symmetral«Axen X^, Xj und daher 
einen Mittelpunct ^ hat« Durch fernere beliebig gewählte Axen X^p 
X^, •«•• entstehen neue Curven F,, F«, ...., wdche, bei gleichem In- 
halte, nadh der Reihe immer kleineren Umfang haben, und wovon jede 
einen Mittelpunct und irgend zwei zu einander rechtwinklige Syrometral« 
Axen hat; auch näheren sich dadurch die Durchmesser der Curve o£Pen« 
bar immer mehr der Gleichheit, d« h« der Unterschied zwischen dem 
kleinsten und grölsten Durchmesser (welche allemal die genannten zwei 
•Axen sind) wird immer kleiner, indem durch die Verwandlung, vne auch 
die neue Axe gewählt werden mag (nur nicht einer der vorigen parallel), 
der grölste Durchmesser verkleinert und der kleinste vergrölsert wird, wie 
leicht zu sehen« Durch zweckmSlsige Wahl der neuen Axen können je- 
dodi die Durchmesser rascher der Gleichheit u8her gebracht werden *)« 

jpemnach kann jede geschlossene convexe Figur F, mag sie von 
geraden oder krummen, oder geraden und krummen Linien begrenzt sein, 
mit Beibehaltung ihres Inhaltes, so lange verwandelt und dadurch ihr Um« 
iang verkleinert werden, als dieselbe nach irgend einer Richtung keine 
Cfjrmmetral - Axe hat« Hatte aber die Figur nach jeder beliebigen Rieh« 



^) So X. B. kaoo auf diese Weise eioe gegebene Ellipse y mittelst einer einzigeo 
Axe* X in eioen Kreie y^ Terwsodeli werden, deseeo Durchmesser alle eieander gleich, iisd 
welcher ooxfiblige Paare so einander rechtwinklige Symmelral - Axen hat. NSmlich siod a, b 
die halben Axen der Ellipse , so ronsimire man die Gerade r = /Co&), trage dieselbe als 
Halbmesser in die Ellipse eifli oud nehme sofort X sti diesem Halbmesser senkrecht an, so 
wird die nene Figur y^ ein Kreis sein« Da r nach zwei Terschiedeoen Richtungen sich als 
Halbmesser in die Ellipse eintragen Ufat, so kann nach die Axe X in zwei ferschiedenen 
Bichiuugen der Forderung genügen. 
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tuiig ebe SymmetraU Ax0| oder wSffde dieser Ziwfaiid Moh eFatgeo Ver- 
trandliiDgßii herbdgeführt^ so bliebe s<rfbrt b^ allen fdgeoden XerwanA^ 
laugen der Umfiuig sowobl $h der InbaH eowtentt odor Tiehnehr fände 
keine e^entficbe TerwanAivg mdir etettj tondem die nenq Figor (Fi) 
>iirde stets mit 4er alta IV } congnien^ s^n« Eine solche Figur aber^ 
4ie naiih allen Richtungen Symmetral- Ax^en hat, mnls nothwendig einen 
Hhtelpnnct Jlf haben , in welchem sich alle Ajcen schneiden; denn der- 
selbe wird, nadb4ein Obigen, schon durch irgend zwei cu einander senk« 
Yeehte Axen bedlngi^^' Ferner müssen alle Azen oder OnrohmeMer der 
Kgur einander gleich seinii , Denn sind tu B. Xx, 3^ (Fig^ 31«) swei be* 
Beb(ge Axen derselben und 'JLdiejenige dritte, welche mit ji^en gleiche 
Winkel i^ildei^ ^assß, so mub dem Endpnncte A der Axe Xi in Besag 
auf die Axe X em voldher Punct C entsprechen, welcher sowohl im Um* 
fange der Figur F^ als in der Axe X^ liegt, folglich mu£i C der End* 
ponot der«A3ce X^ sein; daher sind ferner die halben Axen J£4^ MC und 
«Hbin auch die ganzen AB, CD einander gleidli^ Demzufolge giebi es 
nur eine einage solche Figur ^ welche nach jeder Richtung eine SymmOiP 
tral'Axe hat, und dieselbe ist der Kreis» 

!• iS« Aus der Torstehenden Betrachtung schlie&t man , unter an« 
derui den folgenden 

Hauptsatz» 

,, Unier allen Fluren von gleichem InJuäle hat der Ereie dm 
Mnmten ümfun^'* ^und umgekehrt: »unter atten Figuren tan gleichem 
Uufan^e hat der Kreie den gröfeten Inhalt*^ 

£^Do iman denke sich diejenige Figur V, welche bei irgend einem 
bestimnät^ten Inhsflte den möglichst kleinsten Umfang habe: so mub die« 
aelbe nach aHen l6i3i|uogen s^mmetrnch sein« Denn wäre sie es nach 
irgend einer Riditung nicht | so liebe sie sieb, mittelst einer nach dieser 
Richtung geaegenen Axe' ^ in eine andere Figur Vi verwandeb, welche 
denselben Inhalt, aber JisiMren Umfang hätte; dann aber wiirde eine 
dritte Figur F^, weldie der zweiten Vi fihnlich und mit der ersten V 
gleichen Umfang hlitte, offenbar {räuberen Inhalt haben, als die z weitem 
also K'>*Fx und abo auch F'^F« was der Annahme widerspräche; da« 
bar mub FnadüaBaniBchtungen qnUBetnsdi^ und folglich der Kreis seb« 

Der umgekehrte Satz folgt, naiDb bekannter Art, indireot aus dem 
ersten« 
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f. 6« Aus dem Tontehendea Hauptiiatze lassen rioh| wid schon 
ßngaogs erwShnt worden^ doe sehr grobe Reihe von Aufgaben nnd SStistti 
nber Maximum und Mioimum^ welche hei ebenen Elguren unter mannidH 
fieiltigen Bedingungen statt finden^ meist fast unmittelbar beantworten tnü 
ab blobe 2Sus8tze herleiten) was ich bei einer anderen Gelegenheit aus« 
fShrlioh nachwttsen werde« Uebr^ens kann der Hauptsatz^ unter andern^ 
noch auf zwei Arten einfach bewiesen werden > wovon die eine Art^ au« 
ber ihrer Strenge^ sich dadurch auszeiehnet^ dais sie auf analoge Weise 
auch für die sphärischen Figuren stfAi findet« 

§. 7. In Bezug anf 4ie obige Betrachtuilg (§. 4.) IS&t sich ' hjer 
noch fragen: 

„ Welche Porm kann eine Fiyvr V mögUeherwmse haben, wenn 
yysie zw^ SjfTMuebral'-Äxen X, T hat, die sich unter dnem betteten ge^ 
„^ebenen Wmhd a sehnesden, und pon denen Jede dem umfange ^det Ft^ 
ß^gur nur in zwei Puncten begegnet?'' 

Die Erörtenmg dieser Frage :Befert folgendes Ergebnils.. Die Fi- 
gur hat) aufser den beiden gegebenen JT und Y, im Ailgenmnen nook 
mehr SjtnmetraU Axen Xi^ Yi^ X^y Y^y. • und zwar entweder I)' eine 
bestimmte endliche Anzahl^ oder 2) unendlich viele, je nadidem nSmlich 
bezieblich a : v commensurabel oder incommeneurabel ist. 

I« Wenn ä:T commensurabel, etwa ss^lrm^. wo m irgend eine 
ganze Zahl ist (w8re aiTssnim, und n ebenfalls eine ganze Zahl ^If 
so wurden in Bezug auf alle Axen, X und Y nicht unmittelbar aufein- 
ander folgen, sondern es lägen n*— 1 andere Axen zwischen ihnen), so 
hat die Figur V im Ganzen m Sytnmetral-Axen, die sich in demselben 
Potoote M schneiden, und deren Absdmitte nach, der Reihe um den Punot 
Jf herum genommen, abwechselnd einander gleich sind« Der Umfang der 
Figur besteht aus 2 m gleiithen Theilen, nft^ich zwischen den nach glei« 
eher Seite hin liegenmh Endpnncten je a^weier unmittelbar auf Mnander- 
folgender Axen liegt ein solcher Umfongstheil ; diese TheHe bleiben unbe« 
stimmt, d« h« einer derselbea kann wilikiihrlfch angenommen werdeuj^ 
kann ^e beliebige laiue oder Currr san,. und * daiiti' rfnd alle andern 
durch ihn bestimnit. Im nbrigen smd dbber noch zwei FSlle an unter« 
scheideo, ob m gerade oder ungerade ät; 

1« Wenn m gerade , so ut Jf Htttetpunct der Figur F, und «fie 
m Axen sind abwediselnd einander gfeich« 
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2) Ut m ungerade 9 so siod alle Axen einander gleich » die Ab- 
•chnUto aber, in welobe sie durdi den gemeiosohaftlichen Durohsobnittsp 
piinct üf getheih werden ^ Bind naoh ihrer Aufeinanderfolge abweehselnd 
^nander gleiob« 

IL Wenn aiit incommensurabel , so hat die Figur V unendlich 
Fiele Synmentral-Axen, so da£i nothwendig nach jeder beliebigen Rich- 
tung eine solche statt findet, woraus man schlie£it| dafs in diesem Falle 
die Figur nur der Kreis seia kann^ 

Ton deu ISdrpeni. 

• 

§. 8. Fundameatalsatz« Wenn van einer dreiseitiffen Pyra- 
mide die dne Kante, die daran liegenden zwei Seitenflächen, so wie ife- 
ren Fldehenwinkel der Gröfse nach gegeben sind, so ist die Summe der 
beiden übrigen Seitenflächen dann ein Minimmn, wenn dieselben zu Jeder 
der ersteren, für sich betrachtet, unter glichen Winkeln geneigt^ und 
mithin einander gleich C^ongruerU) sind. Oder mit andern Worten : 

^Eine beliebige drdsdtige Pgramide ÄBCD (Fig. 32«) li^st sich in 
rnne andere abcd mit einer gleichen Kante (abssAB), gldch grofsen 
daran liegenden Seitenflächen wul gleichem anUegenden Flächenwinkel 
verurandeln, in welcher die Summe der beiden uMgeti Seitenflächen kleim» 
ner ist, als in jener, und welche eine Symmetral^ Ebene hat, die nätnlieh 
die genannte Kante ab hälftet, auf ihr senkrecht steht und durch dw 
zwei übrigen Ecken der Pgramide gehtJ^ 

Beweis« Man bezeichne die unbegrenzte Gerade, in wddier die 
gegebene Kante AB liegt, durch P, und denke sich durch die Ecken C, 
P die unbegrenzten Geraden Q, B parallel mit Pi so können die Kante 
AB und die Ecken C, D beziehlidi in diesen Geraden P, Q, B an« 
genonmien werden, wo man will^ die Pyramide wird immer alle gegebe- 
nen Elemente enthalten und stets denselben Inhalt haben« 

In P sei ab^;ssAB und m sei die Mitte ron ab, also mas:smb. 
Die Ebene Xf welche in m auf P senkrecht, treffe die zwei andern Ge» 
reden Q und B, zu welchen sie gleichüslls senkrecht ist, in e und tf / so 
wird die Pyramide abcd alle gegebenen Elemente enthalten und nach 
der Behauptung des Satzes die Eigensdiaft haben, daCi die Summe der 
zwei SeitenflSchen acd + bcd ein Minimum ist» Aus der Construction 
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folgt| — da DämKoh die Dreiecke ad, bei einander gleidi und ihre Ehe-» 
nen mit der Ebene X gleiche Winkel bilden« — dafs die in den Puncten 
a, h auf die Flächen a^ä, hcd errichteten Perpendikel 0X, bso einander in 
dnem Puncte x treffen müssen^ der in der Ebene X li^t, und dafs ax 
tszhx^ssr ist« Betraditet man die vier Pjramiden^ welche den Punct x 
«ur gemeinscballdidieD Spitze und die vier Seitenflächen der Pjramide 
uhcd beziehlich zu Grundflächen haben^ lo kann die letztere^ wie man 
sieht^ durch jene vne folgt ausgedrückt werden: 

ahed s= xacä'\-xhcd^^xabe-^xahä. 
Hält man die Kante ab fest) läfst dagegen die Ecken <^ if in den 
cngdiorigen festen Geraden Q, R beliebig r&cken^ bezeidinet sie in der 
neuen Lage durch Ci^ d^^ so hat die neue Pjrandde abcidi alle gege»- 
benen Elemente ^ und es muÜs gezeigt werden^ dab die Fläehensumma 
acidi'^bcidi^acd'\^bcd. Oa gl^eherw^aei wie TiOrhin^ 

abcidi «= xaCidi'\* xbcidi^-^xabci^-^xabdif 
und da von diesen fiinf Pyramiden die erste , vierte und fönfite beziehlich 
den vorigen an Inhdt gfeich sin4» ao mula audi 

xaCidi-^-xbc^di^si xucd+xbed 
sein. IHese zwei Paar Pyramiden haben die obigen zwei Paar Flachen^ 
deren Summen rerglichen werden soUeui zu Grundflächen« Die Pyrami» 
den xacd, xbcd haben gleiche Hohei nämlich xa^^xb^s^r, und offim^i 
bar ist dieselbe grßfser als die Höhe jeder der bdden Pjramiden xaCid^, 
xbcidi, weil deren Grundflachen aCid , bcidi nicht auch zu den festen 
Strahlen xa, xb senkrecht sein können; daher muCs noth wendig die Summe 
der Grundflächen bei den letztem zwei Pyramiden gröber seiui als bei 
den zwei erstem. Oder^ um diesen Schluls ansdiaulicher zu madien^ 
bezeichne oian die Höhen der Pyramiden xaCidi, xbc^d^ da dieselben 
kleiner ds r sind^ durch r— t^^ r — v^ so hat man^ nach der letzen 

Gleichung: . 

(r^u)ac^di'ir(r — v)bcid^ =« r.acd + r.bed, 

daraus 

r{aeidi'\'bCidi^ — acd-^bcd) ts u.äCiJi-^v.teidt 

und folglich 

acidi-\'bc^d^>a€d+bcd, 

was die Wahrheit des obigen Satzes bestätigt« 

Cfdltt's Journal d. M. B^.XniL Hft.4. 38 
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§• 0« Ist die Grundfläche einer piers^ffen Pj/ramde DÄEFB 
(Fiff. 39.) ein ParaUeUrapez AEFB, dessen parallele Seilen AB, EF 
der Gröfse nach gegeben, und sollen diese Seiten und die Spifee D der 
Pyramide bezieklicA in drei festen parallen Geraden P, S und R Regen, so 
bleibt der Itiiiüt der Pipra7nide eonstant, man mag die Elemente AB, EF, D m 
den festen Geraden P, S, BanneAmen, wo man will; hingegen ist die Summe 
der beiden Seiten/lachen, ADE + BDF, welche die nicht gegebenen Seiten 
(AE, BF) der Grundfläche zu Grundlinien haben, dann ein lURnimum, 
wenn die Pyramide daefb eine Symmetral -* Ebene X hat, d. h., wenn 
die Ebene, welch» dmxh die Spitze d der Pyramide und durch die Mit- 
ten m, nii der gegebenen parallelen Kanten ab, ef geht, auf diesen 
Kanten senkrecht steht. 

m 

Dieser Safz fo^ty wie der Llofse Anblick der Figur zeigt, leicht 
aus dem Torhergeheoden Satze» Denn die gegenwärtige yiersettigc Py- 
ramide DAEFB kann im Allgemeinen als ein bestimmter constauter Theil 
von der vorigen dreiseitigen Pyramide DABO angesehen werden , wobei 
dann die Summe der beiden Seitenftacbeni ADE -{-BDF, deren Minimum 
hier bestimmt werden soll, ebenfalls zi: der Summe der Seitenflücbenj 
ADC'\-BDC, welche dort beträchtet worden, ein bestinmites constautes 
Verhaltnils hat, so da£s also beide Summen zugleich, und zwar unter der 
nSmlichen Bedingung, ihr Minimum erreichen« 

§« lOr Sind die parallelen Kanten AB, EF, GH eines schiefe 
abgeschnittenen dreiseitigen Prismas AEGHFB (Fig. 32.) der Gröfse 
nach gegeben, und sollen dieselben beziehlich in drei festen Geraden P, 
8, T liegen, so bleibt der Inhalt des Prismas consfant, man mag die 
Kanten in den festen Geraden annehmen, wo man wiU, hingegen ist die 
Summe der beiden Gnmdfiächen, AGE+BHF, dann an Mmimum, 
wenn das Prisma, wie etwa aeghfb, eine Symmetral^Eibene X hat, 
d. h., wenn die Ebene, welche durch die Muten m, m^ , mj der gegeben 
nen parallelen Kanten ab, ef, gh geht, au^ diesen senkrecht stehL 

Auch dieser Satz folgt, wie leicht zu sehen, ahnUcherweise wie der 
vorige fast unmittelbar aus dem obigen Fundamentalsatze (§• 8.)# — Wenn 
insbesondere von den drei gegebenen Kanten irgend zwei, oder alle drei 
einander gleich sind, so folgt aus anderen Granden leicht, dals audi (or 
diesen Fall der Satz unter den nämlichen Bedingungen statt findet. Glei-* 
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chea gilt von dem Torbergeheoden Satze ($• 0«)^ wenn die beiden gege- 
benen Kanten einander gleich sind« 

Anmerkung. Es kann noch bemerkt werden^ dals auch fSr das 
n seitige schiefabgesohnittene Prsma f wenn dessen parallele Kanten gege* 
ben und in festen Geraden liegen sollen^ der Satz auf analoge Weise 
statt findet, numlich: dab die Summe der beiden Grundflachen dann ein 
Blinimum ist^ wenn die Ebene | weldie durch die Glitten jener Kanten 
geht, auf denselben senkrecht steht und mithin eine Sjmmetral« Ebene 
des Prismas ist« Penn auch hier bleibt der Inhalt des Prismas ecnstant, 
wenn die g^ebenen Kanten in den featen Geraden yerriidU werden; je« 
doch ist durch die Lage je dreier Kanten, die ]L«age aller übrigen bestimmt« 
Man schlielst daraus weiter, dals der Satx auch (or einen beliebigen C/- 
linder gültig sei, wenn nämlich in irgend drei Geraden ^ weiche in der 
Cjlinderfläche liegen, (etwa P, 8^ T), drai Kanten {AB, EF, GU) des 
Cylinders gegeben sind« 

§« 11« Mittebt der vorstehenden drei flülfsaiitie ($. 8^10.) ISTst 
sich jeder beliebige gegebene eonrexe Körper K unter Beibehaltung sei« 
nes Inhaltes in einen andern Körper Ki verwandeln, welcher kleinere 
Oberfläche hat, und widcher in Bezug auf irgend eine Ebene X symme- 
trisch ist« Die Verwandlung geschieht auf gan« analoge Weise^ wie oben 
bei den ebenen Figuren ($«3.), nur kann me nicht ebenso bequem durch 
Zeichnung veransohaiilidit w<Mrden« Daher begnüge ich mich, das Ver- 
fahren durch folgende Beschreibung anzudeuten« 

Es sei z« B« irgend ein convexes Polyeder K gegeben« Aus den 
Ecken desselben lalle man auf eine beliebig gewählte Ebene X Per|^en- 
dikel, durch diese Perpendikel, in besAnmter Ordnung paarweise genom- 
men, lege man Ebenen: m wnrd durch die letzteren das Polyeder K 
in solche Stücke zerschnitten^ weldie, im Allgemeinen, nur von dreierlei 
Art sind, nÜmlich nur Kotier solcher Art, die den G^enstand der ohigan 
drei Sätze ausmacheb ; und zwar vertreten die Perpendikel hier die Stelle 
der dortigen festen Geraden P, Q, B, S, T, « . • •; die veränderlichen Sei- 
tenflächen der gegenwärtigen Körper sind Theile der Oberfläche des gt- 
gebenen Polyeders K ^ ^^ *® Summe aller jener Seitenflächen gerade 
aus dieser Oberfläche besteht, oder ihr gleich ist. Werden nun alle diese 
Körpertheile — - jeder zwischen den zugehörigen drei Perpendikeln, als feste 
Gerade angesehen *— in solche umgewandelt, welche die angenommene feste 

38* 
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Ebene X zur Symmetrat- Ebene haben^ so bilden sie nsammen em neuee 
Polyeder Ki, weldies mh dem gegebnen K gleioben Inhalt^ aber offen- 
bar kleinere OberflBobe bat| ab dieses , indem nSmlioh seine Oberfl&ebe 
die Somme jener veränderlichen Seitenfläohen gerade fBr den besonderen 
Fall repräsentirt^ wo von den letzteren^ zufolge der obigen Sfitze^ die 
Summe je zweier zusammengeböriger ihr Minimum erreicht Das neue 
Polyeder JTi bat demnach eine Symmetral* Ebene X und notbwen^ecb» 
weise im Allgemeinen mehr Ecken und mehr Seitenflächen ^ ab das ge- 
gebene Polymer JL Die Termebrung der Ei^en und Seitenflädien hängt 
nämlich^ wie man bemerken wird^ von denjenigen Perpend&dn ab^ weldie 
durch das Innere des Polyeders K gehen^ die also auber einer Ecke, auch 
nodh irgend dne Seitenföche desselben treffen; durch jedes solche Per* 
pendikel nimmt die Zahl der Ecken um eine Einheit ZU| und zwar andb 
in dem Falle, wo das Perpendikel eine Kante trifft, oder in einer Sdlen* 
flädie Hegt; geht aber das Perpendikel insbesondere durch zwei Eeken^ 
oder geht es nicht durch das Innere des Polyeders K^ sondern nor durdi 
dne EdiLe desselben, so bewirkt es keine Vermehrung der Edttn« Die 
Zahl der Satenflädien vermehrt sich rascher, nämlich durch jedes Per- 
penpendikel, welches eine Seitenfläche des Polyeders K trifft ^ kann sfo 
um zwd oder m^ Emhdten zunehmeti» 

Auf gleiche Weise kann nun ferner das Polyeder Ki mittelst einer 
neuen beliebigen Ebene IT in ein anderos Polyeder K2 verwandelt wer^- 
den^ welches bei gleichem Inhalte abermab kleinere Oberfläche, dagegen 
mehr EdLcn und mehr Seitenflächen hat, nnd welches in Bezug auf die 
Ebene T qrmmetrbch ist* Eben so labt sich dieses neue Polyeder JB^ 
wiederum verwandeln, wobei der Inhalt oonstant bleibt^ dagegen die (Nier« 
flädbe sich verkleinert, die Zahl der Ecken und Seitenflächen aber sich 
vermehrt, und wo das neu entstandene Polyeder K^ gleichfalb eine Sym« 
metral-Ebeoe bat; u«s«w« 

Wird insbesondere die zweite HnUs- Ebene Fzu der ersten X senk« 
redit angenommen, und wird die Durchsdbnittelinie beider Ebenen durch 
z bezeichnet, so bt das (dritte) Polyeder JEz in Bewg auf beide Ebenen 
X, Y zugleich symmetrisch, so dab z eine Symmetral* Axe desselben fat^ 
d« b« dab jede zu z senkrechte Gerade abß welche der Oberfläche des 
Polyeders in irgend dnem Puncto a begegnet, diesdbe noch in einem an* 
dern Puncto b trifft und die Strecke ab durch die Axe Z- gdiäUtet wird* 
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• 

Durcii eine dritte Ebene Z, welche za den beiden vorigen | oder su der 
Axe z, senkrecht is^ erhfilt man ein nenes Polyeder E^^ welches in Be- 
zug auf jede der drei Ebenen X^ Y, Z sjrmmetrisdi vA^ deren Darob« 
schnittsfinien z, y, x m Symmetraf-Axen^ so wie deren gemeinschaft- 
licfaen Durcfasdinittspunct M xnm Blittdpunct hat» Wird nun das Polyeder 
K^p mittelst beBelnger Ebenen^ writer verwandelt^ so bat es sofort stets 
einen BCttelpmiet M, so wie irgend drei a» einander senkredite Symme- 
tral« Ebenen^ die sich in demselben schneiden, und dreiSymmetral«Axen, 
welche die Durchsdinittslinien dieser Ebenen sind« 

Da durch wiederholtes Verwandeln das Polyeder so viele Seiten» 
flachen und Edcen erhalten kann, ab man willf die Oberfläche aber stets 
schwindet, so müssen nothwendig dBe einxelnen Seitenflachen zuletst sehr 
klan werden, so dab die Oberfläche sich irgend einer krummen Fläche 
nähert, und endlich einer solchen sehr nahe, oder wie man sagt, unend« 
lieh nahe kommt. Wird in gleichem Sinne eine l>eliebige eonvexe krumme 
Oberflädie als aus unendlich kiwien ebenen Theildien bestehend aogCK 
sehen, so lälst sich der Körper,, der von derselben umschlossen wird, of« 
fenbar auf die nämlidie Weise in einen andern, symmetrischen Körper 
von klmierer Oberfläche verwandeln« 

Mag demoadi die Oberfläche eines gegebenen convezen Körpers 
K beschaffen sein, wie man will, aus ebenen Flächeui oder aus ttner ein« 
«igen krummen, oder aus ebenen und krummen Flädien bestehen: so labt 
sidi derselbe nach obiger Art so lange verwanddn und dadurdi, unter 
Beibehaltung des Inhdtes, seine Oberfläche verkleinem, als er nicht nach 
allen Richtungen Symmetral- Ebenen luit» Wenn aber der Körper nach 
einigen Yerwandlungen diesen Zustand erreicht, wo er nach jeder belie» 
higen Richtung eine Symmetral«* Ebene bat*), oder wenn er sich schon 



*) Z. B. cifl beiiebigte EIBpsoid K lumm dsitli swei sseb eisandar ibigesdf TerwsDd. 
hmgmi is dts btieichieCeo ZSaalaad gsbnichl, Biüslieii {■ die Ksgel K^ Ttrwssddt Verden« 
Es ieiett «| fr, c die halbes Axeo des EIGpeeUe ascb der Ofdeseg ihier 6rS£w, vo a die 

grSfali»^ MsQ denke eder fersehsflb iicb die Gerade rasV^(afrc), trage dieselbe als Halb- 
neeser ia dae ElUpseid K eio, was aacb aseadlich Tieles rerecUedenea Ricbfsages gee d b ebe a 
kaoB, oehme sefert die HiUs-^Ebeee X tu dieeea HalbsMaeer r eeokiecbl an sad terwaadle K: 
80 ist der aeue Kfirper iC, gleicbfalla eia EUipeeid| wofoa aiaa eieb letebt tbenesgeo wird, 
uad awar IMIl oftobar eine Axe deeeelbea aaf dea BalbaMeeer r, sad ibre HKlAe iat dieaem 
gleich. Siad a, , fr| , C| die balbeo Axea dea BUipeoide JK^ » aa bt, veraifige dea eeaelao* 
tea labaltea, afroa Oifr^Ci ssr*; daher kaaa r aar der balbea srittlereo Axe fr. gleicb 
m^ alae r s fr^ s ir(aj| c J. Naa deake nma eicb deajeavges HsspCaaboitt des EUipaaida 
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Anfangs in diMem Zustande befindet^ so hört die Terwandlung auf^ nam- 
tich so bleibt die Oberflache sowohl als der Inhalt ^ mithio der Körper 
selbst constant. Ein solcher Körper aber ^ welcher nach allen Richtungen 
Symmetral« Ebenen (und somit auch Symnietral«Axeo) bat^ besitzt noth* 
wendigerweise einen Mittelpuoct und es xnässen alle söine Durchmesser 
einander gleich 86i% woraus folgt, dafs es nur einen einzigen solchen Kör« 
per geben kann, und dab dieser die Kugel ist« 

§. I2m Aus der Vorstehenden Betrachtung schlielst man zunSchst 
folgenden 

Hauptsatz« 

„Unter allen Körpern von gleichem Inkatte hat die Ku^el die 
kleinste Oberfläche;'* und umgekehrt: „unter allen Körpern pcn gleicher 
Oberfläche hat die Kuffel den ktemeten Inhalt^' 

Der Beweis dieses Satees ist deutlich in dem Voriiergehenden ent- 
halten, bedarf abo k^ner Wiederholung, die indessen auf analoge Weise 
geschehen könnte, wie bei dem obigen Hauptsätze ($• 5«). 

§• 13« Aehnlicherweise^ wie so eben auf Körper im Allgemeinen 
(§• 12.), kann auch auf solche Körper Jnsbesondere geschlossen werden, 
welche zwischen be«timmten gegebenen Grenzen sich befinden, oder son- 
stigen Bedingungen unterworfen sind, wie z. B. auf prismatisdie oder py- 

« 

ramidaliscfae Körper ron gleicher Höhe und gleichem Inhalte oder gleicher 
Summe der Seitenflachen, FSr diese genannten Körper tritt in Hinsicht 
der obigen Verwandlung (§• 11«) die Beschränkung ein, dais die Hiilf»- 
Ebenen X, Y, •*.. sSmmtlich zu der Grundfläche des Körpers senkrecht 



X| , wekhtr durch die gröfate ond klemle Axe desselben gebt, der also eiie Eliipee int, 
welcbe mit K^ die halbee Axeo a^ , c^ geoieiQ bat, trage in diese Ellipse wiedersm die Ge- 
rade r als Üatbmesser eia, nekne die Hulfs Ebene darauf seolirecbt aa, and f erw audle mittelst 
derselben K^: 90 wird der nsne Korper iT, eine Kagelaeio, die der obigea Ftrdemng gesagt. *— 
Die Ricbligkeit-dieaer Angaben ist leicbt tu bestStigeo. 

Wenn demnarh ein gegebenes Ellipseid K^ insbesoadere so beschaffen ist, data das 
Quadrat d^r miuleren Axe gleich dem Reehterk der beiden übrigen Axea, oder h\:sza^c^ : 
•0 kann dassdhe mittelst einer einzigen, gebftrig gewShhea Ebene Y in eine Kugel fer- 
wandelt wvrdea. 

Um de« Spielranm der rerschiedeoen Rirbtungea, naeb weichen die Gerade r sich als 
HaIbme«oer in das beliebige BIlipsoid K eintragen Iftist, aninscbanen, dnoke man sich die mit 
dem leUtniofi eeneentrische Kngelfiftciie, weiche r zum lUdius hat; die beiden OberBächeu wer* 
dea einander in einer Cnr^e tou deppelter Krümmung nchneiden, durch welche angleich eine 
mit jenen ceocentrioche KegelflSche zweileq Grades ^t — und diese ist, wie man sieht, der 
Ort des HalbmesMrs r. 
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sein tnusseo; aoliserdem aber kßonea sie beliebige Ricbtung babeo. 
den prismaf iscbeo Koq>erti kann jedocb eine einzige besondere HSlCs- Ebene 
mit den beiden Grundflächen parallel seio^ und zwar ist es diejenige ^ die 
von den beiden letzteren gleich weit entfernt« FSr die beiden Arten von 
Korpern ergeben sich aus der obigen Betraditung, wie man leicht be^ 
merken wird^ folgende zwei Satze: 

I« Unter allen prismatischen Körpern von gleicher Höhe und 
gleichem Inhalte hat der gerade CgUnder die klemsfe SeHenftäche."* Und 
umgekehrt.* ^Unter allen prismatis^en KOrpem von glmeker Höhe und 
gleicher Seitenfläche hat der gerade Qglinder den gröfsten InhiJtf 

n« ,J)^er gerade Kegel besitzt die doppelte Eigensehaft, daß er 
unter allen pgramidaUschen Körpern von glddker Höhe, M gleichem In^ 
halte die kleinste SeUenfläche, und bei gleicher Seitenfläche den gröfiten 
Inhalt hatr 

$« 14, In Riioksiofaf auf die obige Betrachtung (§. IL) ist hier 
abniicherweise, wie (§. 7.), die folgende Frage zu stellen: 

„Welche Gestalt kann ein Körper K mögÜcherwetse haben, wenn 
er zwei oder drei beUebige gegebene Sgmmelral '-Ebenen hat, und wenn 
die Durchschmtfslinie Jeder d&eser Ebenen mit der Oberfläche des Kör^ 
pers von jeder beliebigen Geraden in nicht mehr als zwei Puncten ge* 
troffen wird?"^ 

h Hat der Korper K zwei SfmmetraN Ebenen ^ß Y, die einen 
gegd)eneB Winkel a einschlielsen i und ist Erstens a::r cotnmensurabel, 
etwa =: lim, so finden im Ganzen mSjtnmetral- Ebenen statt , die sich 
in einer und derselben Geraden z schneiden; die Durchschnitts •Figuren 
in diesen m Ebenen , so wie die Theile ^ in welche dieselben durch die 
Gerade z getheilt werden, sind auf entsprechende Webe einander gleich, 
wie bei der obigen Figur V (§. 7« , L) die m Axen und deren Abschnitte. 
Die Oberfläche des Korpers besteht aus 2iii Thetlen, wovon jeder durch zwei 
unmittelbar aufeinanderfolgende SymmetraN Ebenen begrenzt wird; ne 
sind abwechselnd einander gleich, so dals sie in zwei Abtheilungeo zertsi^ 
len, deren jede m Theile umfalst, welche unter sich gleich smd ; i|it|serdem 
sind die zur einen Abthdiung gehörigen Theile denen der anderen nym» 
metrisch gleich« Im übrigen bleiben diese Theile unbestinunt, sie können be- 
liebige Fluchen aswisdien jenen angegebenen Grenzen sein* Ist Zweitens a : r 
incommensurabel, so hat der Körper iC unendlich viele Sjmmetral- Ebenen 
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die sidi in einer einzigen Geraden z eobndden; alle DorahniCte-Kgaren 
dieser Ebenen mit der (Hierfläohe des Körpers nnd dnander gleich oad 
jede wird durch die Gerade sb in zwei gleiche Theile getheilt, so dafii 
also die OberflSche offenbar durch Umdrehung irgend einer Curve um die 
Axe z erzeugt wird; diese Curre aber bleibt ^ bis auf die vorausgesetzte 
Eigenschaft^ daCs sie von irgend einer Geraden in nur zwei Puncten ge- 
schnitten werden kanui unbesthnmf« 

II« Hat femer der Korper JfiC irgend drei Symmetrd- Ebenen X, Y 
und Zp welche einander paarwebe X und Y^ X und Z, Y und Z in drei 
Geraden z, y, x und unter gegebenen Winkeln o, ß^ 7 schneiden^ und welche 
zusammen nur ^nenPunot üf gemein haben: so muls» sobald von den drei 
Winkeln irgend zwei^ etwa a und ß, mit t incommensurabel sind^ der Kor»» 
per in RScksicht zweier Axen z und y durch Umdrehung erzeugt (I« 2«) 
und daher nothwendig dne Kugel sdn« Wenn aber nur äner der drei 
Winkel mit ^ inconmiensurabel ist^ oder gar keiner, also alle drei mit sr 
eommensurabel|' so werden dodi, selbst in dem letzteren Falle, unter den 
drei Sjstemen von Sjnmietral- Ebenen, die beziehlich durch die Geraden 
Zj y, X gehen, und wdche dnrdi die gegebenen Ebenen, die paarweise 
genommen nut dazu gi^Sren, nach dem Tongen (I», 1«) bestimmt wer- 
den, im Allgemdnen u'gend zwei Paare ridi befinden, (wo nemlich die 
zwei Ebenen jedes Paars Terschiedenen Systemen angdiSren), die sich unter 
Winkeln schneiden, welche nut t incommensurabel sind, so dafs also wie^ 
derum der Korper eine Kugel sein mufiu Nur wenige einzelne Fälle sdinU 
nen hierbei eine Ausnahme zu machen, wie namentlich die zwei, wo von 
den gegebenen drei Wmluin o, ß, 7, I) irgend zwd Rechte sind, und 2) wo 
jeder derselben ssi^r, oder, was bei niäierer Ansicht auf dasselbe Unaus« 
kommt, wo der eine =^\V und jeder der bmden Bbrigen esi^? Also: 

Wenn der Körper K drH beUeKjfB Symmetrat'' Ebenen katj db 
einander in drei Geraden eehnadeit so iei er im Allgemeinen emeKMgeL 

Bericbtigang. Seite 281: Zeile 5 r. o« lese: der hkslt deeeelbeo dareb das Per- 
peadikei Be geb&lftet wird, 00 isl ah cd ieine Raste: statt: ,, der Umfang etc." — Seite 285 
Z. 1^ ▼. n. ist „(welche allemal diegenaooten Axen siod)^' wegsnlassen, und Z. 9 f. n. lese: 
(onr nicbl dem grütitea oder kleinelea Dorchmeeser parallel); statt: ,|(niir'aicbl eioeretc)." 
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20. 

lieber die Biegung gewisser Fiächeiu 

(Yoii uro. Dr. Perd. Minding zü Berlio«) 



Werden die recbtwiokligen Goordioaten einer krummen ElSohe durch 
swtt veränderliche GroDien p und q ausgedruckt ^ so gilt bekanntlieh Inr 
das Element (ds) einer auf jener befindlichen Cunre die Formel; d^sm 
Edp' + 2Fdpdq + Gdq\ in welcher E, F, G Functionen Ton p und 

naten sich durch solche Ausdrücke in p und q darstellen lassen ^ die wie« 
der den obigen Werth des Linear -Elementes liefern^ ist oflfenbari wofern 
nSmlich einerlei Werthe von p und q reelle Puncto beider Flachen gebeui 
eine blolse Biegung der ersten» Denn alsdann ist^ wegen der Gleiohhnit 
entsprechender Linear- Elemente ^ jedes Dreieck aswisdien drei dnander 
unendlich nahen Puncten der ersten Flache congruent de^ Dreiecke zwi- 
schen den drei entprechenden Puncten der zweiten; beide Flüchen sind 
also aus denselben Elementar- Dreiecken in derselben Ordnung zusammen- 
gesetzt^ wie der Begriff der Biegung fordert» 

Bisher ist die Biegsamkeit nur bei den abwickelbaren FlSchen nach- 
gewiesen worden ; hier soll gezeigt werden, dafs sie Statt findet bei allen 
Flachen, welche durch Beweffun^ einer geraden Linie entetehenj wovon 
man sich leicht auf folgende Weise überzeugt» Es seien a, a\ of^^ . . . ^ 
die unendlich nahe auf einander folgenden Geraden, welche ein StSdk (^) 
äner soldien Fläche bilden, so kann man, den ersten Streifen zwischen a und 
ü! unbewegt lassend, den Hbrigen Theil von s um a'^ als feste Axe, unend« 
lieh wenig drehen |[ hierauf die Streifen aa^ und a! a" unbewegt lassend, 
den noch übrigen Theil von 9 um a" drehen u».s» f., wodurch die Fläche 
gebogen wird, ohne die Länge irgend einer auf ihr befindlichen Linie zu 
ändern« Diese Biegung geschieht, wie man sieht, ganz auf dieselbe Weise, 
wie bei abwickelbaren Flächen; die bisherige Beschränkung auf diese ist 
mithin durchaus unwesentlich» 

CnUt't lo«rwa 4. M. Bd. XVUL GUt 4. 39 
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Auf der za biegenden Flache wühle man eine beliebige Curre, 
welche sSmnitliche die Flache erzeugenden Geraden schneide; sie mag 
Leitcurre heilsen« Es sei A ihr Durchschnitt mit einer jener Geraden, 
B ein beliebiger Punct in dieser; der Abstand des Punctes B von A 
heilse qj u'j^ v'^ w' seien die Cosinus der Neigungen der Geraden AB 
gegen die Axen; u, v, w seien die Coordinaten Ton A, x, y, z die Von 
B; so hat man: 

Die GrSfsen Uy v, w, u', v% w' sind unabhängig von q u&d Functionen 
einer anderen Yerfinderlichen p^ Man hat zunächst: 

Setst man nodi: • 

3. dtt' + äv^ + dw^ « a,dp^ 

4. du du' + dv dt>' + dw dw' ss ßdp" 

5. rffi" + i»" + rfte" =5 ^if;»» 

6. u'du + r'rfr + w'rft» =s edp 

80 sind ix^ ß, y, e Fiinetionen von pt nnd nian erfaSlt (Sr dat Linear- 
Blement : 

7. dx'* + df+dz^=zds'=:s(a'\'^ßq + rq')dp' + ^sdpdq-\-dg\ 

Um sofort andere Flächen zu finden, welche das nämliche Linear - Element 
gebeui wie die vorgelegte, setze man, zufolge (2.): 

8« u^ = cos ^ cos v/>> r^ = co8^8in\//> w^sztiü<p. 
<P und yp sind zwei neue veränderliche Grüfsen. Entwickelt man hieraus 
die Differentiale von u'j v^, w* und nimmt die Summe ihrer Quadrate, so 
kommt (nach 5«) 

0. rf(p' + cos ?)^ <?>//" = ydp\ 

Setzt man nun iiir i^ eine willkiihrliche Function von p, so ergiebt sich 
aus vorstehender Gleichung \l/ in p ausgedrückt; mithin folgt aus (8.) ein 
System von Werthen von u^, r^, w^, welches eine unbestimmte Function 
enthält. Um noch die zugehörigen Werthe von Uy v, w za finden, dienen 
die Gleichungen (3.), (4.)9 (6.). E$ sei 

!Adp ^s=s v'dw' — fü^dv'f 
Bdp ::s w'duf—u'dtu\ 
Cdp « u' de'— v'dw, 
mitbin (wegen 8.) 
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Bdp ^=^ —co%'4^dp — smOcos(Psio\//if\p| 
Cdp = co»(p^rft/.^ 
aod 

12- ^' + B' + CP = y. 
Aus (4.) uod (6.) Dach einander dw, dv^ du eUminirend erhalt man: 

tAdv — Bau s= Edw' — ßw'dp^ 
Cdu^Adw = Bdv' —ßt>'dp, 
Bdw-^Cdv ^ edu'-^ßu'dp, 

und hieraus durch Addition der Quadrate, mit RQcksiclit auf (3.) und (12.) 

aydp^'-^iAdu + Bdv + Cdwy = i$^y + ß')dp\ 

oder (a — s^)y — ß^ z=s g^ setzend: 

14, Adu-i-Bdv + Cdw =^ jfdp. 

Die mit ^^ bezeichnete Gröfse ist entweder positiv oder^ wenn die Flache 

abwickelbar 9 Null. Ueberhaupt ist /^_^a V^^ . — 3Ta ^^ Krümmungs- 

maals der hier betrachteten Flachen , welches sich aus dem von Gaufs 
in «der Abhandlung über krumme Flächen entwickelten allgemeinsten Aus« 
drucke ergiebt« Aus (13.) und (14.) findet man zur Bestimmung von 
u, V, w: 

du = —(Affdp-^-ßdu' '\'syu^dp)f 
15. Jrfr = —(,Bffdp+ßdv' +€yv'dp), 

div = —iCgdp^ßdw''{^tyw'dp\. 

Werden in (1.) fSr Uy v^ w dieWerthe gesetzt, weiche sich durch 
Integration der vorsstebouden ergeben und (ur u', v', w^ die Werthe aus 
(8.); so erhält man -einen Ausdruck der Flächen, welche durch die hier 
vorausgesetzte Biegung der vorgelegten entstehen können« 

Durch zweckmä&ige Wahl der Leitcurve lafst sich die obige For- 
mel fSr das Linear -Element (7.) etwas vereinfachen« Wird anstatt der vori- 
gen eine andere Leitcurve gewählt, so muls für q ein Ausdruck von der 
Form P-^q gesetzt werden, in welchem P eine blolse Function von p 
ist, und ^ nunmehr in Bezug auf die neue Leitcurve dasselbe, wie vorhin 
«u die erste, bedeutete Es nei (^a'+2ß'q + y'f)dp' + 2i'dpdq + dif^ 
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der hieraus henrorgelieiide Werth von J^; so ist a'aE=a+2ßP-t7P* 
+ 2^5^ + (j^'^ ß' = ß + 7P, y=7. e' = £+||. Man kann also 

insbesondere P = — -^ setzen, wodurch ß' =s wird« 

Es bietet sich die Frage dar, ob nicht unter den oben dargestellt 
ten unzähligen Biegungen einer FlSche^ welche eine zusammengehörige Art 
der hier betrachteten Flächen bilden ^ eine als einfachste Fläche dieser 
Art eben so hervorzuheben sei, wie unter den abwickelbaren Flächen die 
Ebene« Nach der Analogie scheint für solche diejenige (stets mdglicbe) 
Bii'gung der gegebenen Fläche passend gewählt zu werden ^ durch welche 
die erzeugenden Geraden alle einer Ebene paraUel werden« Ihren Aus« 
druck erhält man sofort aua obigen Formeln | indem man ^=sO setzt» 
jene Geraden werden dann alle der Ebene xy parallel angenommen. Denkt 
man sich nocb| der vorhergehenden Bemerkung gemäls| die Leitcurve so 
gewählt^ dais ß = Ol so wird for ^=0: dyfji^Yy^ipj W ^ OMyj^, 
p'ssvnxl^, to'^Oj AtszOj B=^0, C^^y, du^iu'dp, dvszev'dp^ 

dw^Bs^j^ss /'(<t^^)dp, nuthin sind die Gleichungen fSr die gesuchte 

Fläche folgendes 

:r SS /f cos t^if/^ -{- ^ cos ^^ 

Hier stellen die Werthe von x und y ein System von geraden 
IJiden in dner Ebene dar^ die alle eine Curve berühren , deren Coordi« 
naten man findety indem man ^ssO setzt« Bei abwickelbaren Flädien^ 
nbo wenn a— •s^sO^ entspricht diese Curve der Knotenlinie« Wenn 
aber a— i^ nicht Null ist^ errichte man über dersdben als Grundlinie 
einen geraden Cylinder; alsdann kann man sich die gesuchte Fläche vor^ 
stellen als erzeugt durch dne Folge gerader Linieoi weldie diesen Cjrlui« 
der^ ftuf dessen Seite sie senkrecht stehen, in einer gewissen Curve berBhren» 

Es sei, um ein Beispiel der Biegung zu entwickeln, die Sdurauheo« 
fläobe (ooddea) vorgelegt« Wenn man ihre Axe als Leitcurve und sn« 
fileidl als Axe der % annimmt, so ergiebt sich : 

x^^qoQBp, y^szqmnpj zs^np^ 
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Hieraus folgt a^n\ ß=0, 7»!, i = 0; mithiu ds^~(h'+9')dp^+dq\ 
Ferner wird y =: n^ warevs nmn iiberhaupt fiir die Biegungen dieser FlSobe 
folgenden Aosdmok erlifilt: 

;P S3 ll/k df^r + 90m (p 008 ^, 

y 8= nJ]Bdp'^qoM(pünyp, 

z SS nJCdp'\^q%m(p. 

A, B, C sind als Fünetionen von <p tmd \// duroh die Gl^ohungen (11.) 
bestimmt; (P ist eine wiUkShrtidie Funetion von p, und ^ folgt aus der 
Gleichung d<p'^ + eM(p\d^p^^dp\ 

Setzt man z. B. ^ ssoonst« es jti^ so wird dp sb eosfi*^^^ und 
man erhält: 

X SS — jisinfiOQSfAsin>p +yoQSfACOS^^ 

y SS nsin/tioosfAcos^^-f'yoos/xsin^^ 
ar SS noesjüi^ • ^-f-^sio/bu 

^ ^^ =^ r^"h^ A ^^ n^ue Constante« Setst man hier 9 ss 0^ so er- 

CO014 

giebt «Idiy dais die Axe der Schraubenflädie duroh diese Biegung die Cre-^ 
stalt «ner gewissen SohraubenkniOi befindlich auf einem Cylinder vom 
Halbmesser nsiou 00s jea^ erhalten hat« Die hier dargestellte Biegung der 
Schraubenfläche entsteht dadurch| dals man in jedem Puncto dieser Schrau* 
benlinie ein Loth auf der Ebene ihres KrSmmungskremes errichtet« 

Um die Bi^ungen eines einfachen Hyperboloids n finden ^ multi« 
plioure man die Gieidiung: 

mit 

1 sss üo§p!^+üap% 
so kommt: 

J-' + fr =^ (cos;f + -5.sin/iy+(sin/i + |cos;>y} 

mithm kann man setzen: 

— SS oo§p± — nUkpj -^ s» tlupT-^^o^p. 

Diese Gleidiungen stellen, Je nachdem man in ihnen die oberen 
oder die unteren Zekdien gelten l&fst, das eine oder das andere der bei- 
den Systeme von Geraden dar, welche bekanntlich das eiofsche Hyper- 
boloid erzeugen« Da es hier nur auf eines derselben ankommt , nehme 
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mao die obereo Zeichen, und setze^ um noch q in seiner vorigen BedeiK^ 
liing einzuführen, 

— = -2- und m* SS ö^»in/i' + *'<^o»^ + ^*/ 

80 ergeben sich die Coordinuten des Hyperboloids durch p und ^ ausge« 
drScIiti wie folgt; 

X = acos;^+ - ^ 



ifi 

hcwp 



•Y^ 



m 



•Yi 



y SS bwp-' 

und hieraus das Linear »Element aul dieser Flfichex 

_2^!!:^dpdq+df. 

Mit Hülfe dieser Formel lassen sich unzählige Flächen herleiten, 
wdche Biegungen des einfachen Hyperboloids sind; ich halte jedoch die 
Ausführung solcher Beispiele hier .für unuOthig« da der fernere Gang der 
Rechnung oben hinreichend vorgeaeichnet ist. 

. Eke ap&ter «lagereiclite Erweitfniu^ dtesea AafsaUeB birlet man am Sdilaaae dieaea UeU 
tea nachzusehen, da deaaeu EiiuicfaUing nichi gealalletey sie nach dem Wunacke dea 
Yert hier noch ananfu^fu 
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21. 

Theorie der Modalar-Funetioiieii und der Modolar- 

Integrale. 

(Ton Herrn Dr. Gudermann so MüDster. ) 
(FortMlzoBg 4er AUnndlnng No. I. im I«tea, No. JO. im 2ten und No. 15. im 3len Hefte diecet Bandes.) 

Seohster Absobnitt« 

Ton den Modnlar-Iotegralen der ersten Art. 

§• 63« 

Ton de« Modolar-lniegralen der erstes Art aod den elliptisch«! Quadranten fiberhaopU 

Wenn man eine Mo^u!ar-f Function des Argumentes u oder a±u mit 
du multiplicirt und dann integrirt^ so lä&t sich das Integral jedesmal ak 
eine Amplitude^ nämlich entweder als ein hyperbolischer oder ojrklischer 
Arcus darstellen^ und es Ueten diese Integrationen ^ welche fps vorigen 
Abschnitte sehr aosföhrlich behandelt, und aus der Formel Bimut=s fdhudu 
hergeleitet wurden, wenig öder gar keine Schwierigkeiten dar# Wenn 
wir aber das Quadrat einer Modular- Function des Argumentes u mit dtl 
multipliciren, und die Integration versuchen, so kann dieselbe d«rch die 
buherigen HiiUsmittel nicht gefunden werden, und es ist also die Wahl 
einer transcendenten Function erforderlich, welche, weil die Amplituden 
die Aushülfe versagen, an ihre Stelle treten muls, und worauf nun die 
gesuchten Integrale zurückgeführt werden müssen» 

lie drei Integrale /^sn^ü.du^ Acn^ii.dti und fda^u.du können 
sehr leicht auf einander zurückgeführt werden ; wir nennen üeModular^^Inte^ 
fraU der ersten Art, und werden demnächst noch einige zu ihnen hinzufiigen« 

Da das Integral waotussj dnu.du unter den ihm ähnlichen das 
einfachste ist, so wählen wir jetzt ebenfalls das Integral /Afi^u.Bu zur 
Qrundform, worauf die ihm ähnlichen zurückzuführen sind* Da die Recti« 
fication der ebenen Ellipsen von diesem Integrale abhängt, und durch das- 
selbe im C^runde ein Bogen einer Ellipse ^ wie wir naehher zeigen wer« 
den ^) , ausgedrückt wird , so setzen wir : 

1« elti :=^ / dn^u.Su. 

. • «/ 

*) Diese, so wi« einige andere geometrische Betrachtungen werden erst später geliefert 
werden, nachdem die Theorie beendet ist. 
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Die durch dieses Integral voi^estellte transcendente Fonction nennen wir 
t>orzug9U)me das etfkUacke Modular-' Integral der ersten Art. 

Wird II sEs IC gesetzt ^ so haben wir ein bestimmtes Integral^ wel« 
dies wir daroh E bezeichnen. Hiernach ist: 

2. E «y^'dn'ii.öu. 

Die Grolse ein hfingt von dem Modul k und dem Argumente u 

sogleich ab, die Grolse E hfingt lediglich von dem Modul k ab. 

Wird statt des Moduls k der conjugirte k' genommeni so dient die Be^ 

sreichnung ^^ 

3. eVuss fin^u.du und E* ss f dn^u.dtt. 

Die Gr61sen E und E^ nennen wir aus dem schon angefiihrten Grunde 
die den Moduln k und üp^ zugehSrigen und insofern conjügirten elBpOscken 
Quadranten, wodurch sie von den conjügirten Modular« Quadranten K 
und Kf hinlfinglich unterschieden werden» 

THrd die Function eltc auf das Argummt K — u bezogen, und 
also K'-^u für u gesetzt , so setzen wir dcif =: el(£ — u), und eben so 
ist de' II == er (Ä'—tt). 

Setzt man in der GIdchung (!•) •— n für if> also — dii für u, so 
hat man ei( — u)9s^^fdo?u.du oder el( — n)«— elii. 

Da dnn.diisaidamii ist, so kann die Formel (1#) auch also dar- 
gestellt werden: ^ 

4« du SS /^dnn.damii« 

Setzen wir amusstp^ so ist also 

du = /'a(p.|r(l— *»sm'(p). 

Nehmen wir hierin zuerst den Modul A» ö, so ist das Integral / d^cstp, 
setzen wir aber ib=l| so ist das Integral /^d(p.cos<Passin(p, daher ist 
das Modviar •Integral du immer zwischen den Grenmen P und niu(l>, 
oder also zwischen den Grenzen amu und snu enthalten. 

Da immer (P>sin(P^ also auch amu>snu ist, so verkleinert dch 
also bd der Yergrolserung des Moduls k die Function elu^ wenn u un» 
geSndert bleibt« Für den eUiptiscben Quadranten haben wir die Formd 

n 

E = /''"d(p./'(l— **sin^^)« 

Der Quadrant E ist also immer zwischen den Grenzen ^ ^^ ^ enthdten, 
und er verkleinert sich also bd der Y^-grülaerang des Moduls» 
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ZuriickfShrti^ aller erUbcfcM Modalar-Ialegralf der erste« Arl Mf dat ciwge üu. 

Da dtt'nssl— *\sn»iiuit, so i9tj^dn''u.dus:^u^k\fsn^v.du, 
ond abo rnckwSrtli 

I. /»...«, = i^-; 

Da da^tfssib^+J^cii'« ist, so ktj^^dn^u^dvsskf^.u+k^fca^u.dtt, 
und abo 

Multiplidrt man die Gleichung ^'^^f*" — — dn^» + ;|^ mit du und in- 
tegrirf mao^ so erhStt mani 

— Ar'sotf snofi as — -elfi + f^^f 5^' 
odelf 

Es ktfiD diese Formel • auch also dargestellt werden: fdm^u.Buss: 

elti — A^suiisnctf. Nimmt man nun iwei Argumente u und ii' so, dab 
II -f- 11^ =; ÜC isti so haben wir 

E =3^*dn'll.dif «y*"dn'ii.öii+/'dn'ii.aii 
oder 

Ffihvt man nun die Grölse ufssK-^u tin^ so hat man dii ss—^ti^/ 
und da iiir fissiS^ ist ti^s=0, so hat man JE s ^n+f'^dn^'.öu^ 
Ebenso ist £?=seltt^+ /"""dno^ti. dti^ alsoJ57 — Aaufo» f"^ dntf'U.Su, und 

^rd dieser Werth in der obigen Gleichung substituirti so erhält man 

die Formel 

4. B sn elti+elcfi — A^^snu snoi^ 

wodurch die Functionen eloti und elti aufeinander zurSekgefiihrt sind« 
Bald nachher werden wir diese Formel aus emer noch allgemeineren 
herleiten« 

Multipficu!« man die Gleichung ^'^f " ■« — ^cn^tf—^ mit B% 
und integrirt man hierauf^ so erhfilt man »inScbst 

Crcne*« JoErnel d. K. Bd. XVIIL Hft. 4. 40 
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tuuinu — et ir-f- k^ . u 
Fi ^ 



und Sttbrtttttirt miD hiarin den Warth ans Fornid (2.), so hat man 
vorauBi wenn K — u fSr u gesetzt wird^ nooh blgt 

y„ÄF5== — Fi — +^"*' 

du sas . ^ ■ , und abo 

= tnvdnii — eltf. 




Oa der Formel (1.) gemäls «no'«.dti=i~a(^!^:=~^) =siil±|Äi? 
latf so erhSlt man durch die Integratbo 





I Set2t man wirkiieh tf =s 0^ so bat man =^ j^ 4" eonst« und tho 



7. J %va^n.hu ssi i-p ij 

diese Formel kann mit Benutzung der Formel (4.) auch also geschrieben 
werden: 

mcru.ou s» —^ p • 

Dar Formel (2.) gemtffs ist 

one üactts— -0^ jr— — ^/ = ^ — f^ ' — f 

daher ist 

Wird wirklich »a^O gesetzt, so bat man OssBOMnt,— -r;, und also 

. Jcnxl'u.du = » jj , 

Setzt man in der Gleichung ^!^i^ s A;' sn' tf — ^ für « an die Stelle 

Wird dieie Gleichune 



au aaB*ie' 




S€eh$t€r Jb$ehnitt $.65. 907 

mit du multipfieiK und ^nn intogiirt, se erbfiU imui: ?'^'"^y s= 
— : ^j s= k^ / nnc^udu — ^/ -^: daher ist 



da aber 



/ 



^» - .el«4-*»ttiti8nott + -^ + «; 






bti 80 reducirt »ich die Formel auf 

Man gelaugt 2n ebeu dieser Formel kurzer auf felgendo Art« Naoh f. 62. 
Formel 9. ist ^!^i!^«l~do*u--~; multiplieirt man diese Formel 
mit du, und iutegrirt man^ so erhStt man auf der Stdle 

iz^ = r -^^^ = tnndun + u — ein. 

Die Function eL« wird nicht unsohicklich die elliptttohe Function des Ar- 
gumentes U genannt» 

$. 65. 

AUgesiaisf Reklisii imier Am FnnctioiieB el(aj:u), da nad du. Eotwickiang^ der 

sUiplisckeft Fenelioa eines Triaonis, 

Das Modidar-Iutegral el(a±ii) des Binoms a±u IS&t sich aus den 
Nodular «»Integralen ela und elti der Theile des Binoms ssusammensiAKcni 
und m der Entwickelung der dazu dienenden allgemeinen Formd gehen 
wir jetzt über« Es ist uadi $• 34« 

da(«+«) + d»(4-«) = j:^|i^^^ und 

werden diese beiden Formeln mit einander multiplicirf^ so erhalt man 
dn*(a — u) — du' (a+ie) =& ^ — r ^ , ^ r - vi • 

1 

Differenziirt man den Bruch i — rr — r =— t w erhalt mau 

n / 1 \ 2^^>n^q8nttcniidna. du 

\1 — Ä-* 8a» a sn* u/ ** (1 — it*sn»crsn*u)« 

und es kaau also die vorige Formel auch also dargestellt werden: 

.40* 
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daferuer del(a — ti)s: — dii^(a~fi).dti und ddi{m'j-u)sss da?(a + u)'du 
kt^ 80 erhalt man durah Integratioo 

Setzt man, um die Constante su heitimmen^ tisssO^ so ut 

eonrt» — 3.eia «r 

und wird diese Gleichung yon der vorigen subtrahirt| so erhalt man 

oder, da 3 — r?--i i 1 «= 3 — Ji' 1" 1 »^ so findet man dieGlei- 

ohung: 

wodurch schon ein Zusammenhang zwischen den drei sich auf denselben 
Modul k beziehenden Functions el(a+ti), el(a— -«) imd ela ausge- 
drückt wird. 

Beachtet man, dalii el(ii— 4)s=:d(<— (a— tf))ss — el(ii— ti) ist, 
und rertauscht man in der vorigen Gleichung a mit v^ so erhSIt man 
sogleich noch die Formel: 

O el (fl+yj) — el (a — u) ^__ . k^tiü^awiucnuinu 

^* 2 •*•' 1—k^m^am^u ^ 

weUie man übrigens auch gerade eben so h§tte herleiten konneui wie die 
Gleichung (1«) hergeleitet worden ist» VTerden die beiden Gleichungen 
(1.) und (2.) addirt, so erhäft man: 

el(a + if) « ela + elii— Ärsnasnil* 5 — r-r^3^ — r ^ 

welche Formel noch einfacher also dargestellt werden kann : 

3« el(a+v) = da '{' elU'^k^mannunn(a^u)m 
Setzt man hierin — n fiir tf| so erhält man: 

4. el(a — «) s=s elii — tlu-^-k^mannum^a — ti)^ 
und dieselbe Formel findet man auch, wenn man (2.) von (1.) subtrahirt« 
Aus den vorigen Formeln leiten wir noch durch Znsammensetzung 
einige allgemeinere Formeln her« Es ist« 

el(ii-^t;-^a)ssela + el(ii + t')— ^M^sn(v+t^)BQ(^+<^+A) «^ 
el (II +ri)ss5 elic + elr — ib^sntisnrsn (11 + r), also 
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and da nadi §• 44« 

-(u+«)M(«,-f.ar "= l+*»snfi«r«ia«»(« + r + a) 
isf^ so erhaltea wir: 

5« el(ii+r-fa) S9 
d tf-^ d«-|- da~A^sn (ii+a) 8ii(r+tf) 8ii(ii4-r) (1 +A!Wi«8DrsDii so (» 

Diese Formel ist symmetrisoh in AnseiuiDg der drei Elemente u, 
V imd «• Setxen wir — *a für a, so verwandelt ste sioli in 

el(i«+r— «) =« 

l¥ird in dieser Formel «4- ^ fiir if und « + ^ ^ ^ gMetzt, so verwan« 

ddt sie sieh in: 

el(«f+94-A) =» «l(tf+a) + el(r + a)--ela 

— A:'sntf8nr8n(fi + <^+2a).(l — A^8n(ii+A)m(t'+^)8nasn(ti-fr + n))« 

Da aber der Schlolsformel des §• 44« gemäfs ist; 

1— iPsn*«sn^(ii+r+«) = 

(l-—JPsn(ii4-A)sn(r+a)sna8n(tf4'<'4'0))(l 4- A^ Uliisn V8nasn(y-{-r4-a)^ 

ferner 

ii+r + 2a s= (»-f •'+^)+^> «ho 

18^ SO redodrt sich die Tor^e Formel auf: 

6. e\(u+v+a) = el(tf+A)4'd(f +a) — ela 

und sie kann noch ein&dier also dargestellt werden 

^(u+v-^-a) » el(«+a)+el(r+fl)-el«- dlos(i^rk*na..»nv«u,^(ufv+a))^ 

wenn man «i und v als eonstant und a ab veränderlich betrachtet. 

S. 66. 

Setzt man in der Formel (3.) assK^u, so ist el {a + ü):szelK 
SS5 E, und man erhall also 

5. JB = elcii-f-eli/ — A^snusnct^ 
welche dieselbe ist mit der im £< 64. gefundenen Formd (4«). 
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K K 

Setzen wir aber -^-^-uBt a und -^ u (Sr if» so erhalten wir 

6. E = el(^+«)+el(f-ii)-*'sn(|.+ ir).«i(|.-«). 

Wenn wir in der Formel (2.) des f. 37« setaen a s ^ und 6 = «t, so 
erhalten wir 

imd M ist also auch 

7. Ä-rf(i + »)+rf(|-.)-5^+sl;- 

Den Formeln (6.) und (7«) gemSi« kann man die Wwdie rem dt^ wenn 
ti^-^ aus solchen Werthen von elti, for welche tc^y Jst^ herletteiu 
Setzt man in der Formel (6.) ii = 0, so erhalt man 

•• « 2 ~ 2 +^^* 

Wenn man in der Formel (5.) setzt — u für t^ so erhSk man« 

E tss ^\{K'\-u)^-e\U'\'k^%nu snctf^ 
und wird diese Gleichung au (5») addirt, so bekommt man 

9a el(£+ii) + el(J!:— ti) «s 2£;a 
Will man also die Werthe Von el^ in eine Tabelle bringen ^ so kann 
man sioh auf die Ausdehnung dieser Tafel swisehen den Grenzen tf ss 
und u ^s=^ K beschränken, weil die Werthe von du, wenn u^K istf 
leicht aas den in den Tafeln enthaltenen Werthen zusammengesetzt wer« 
den können« 

Setzt man in der vorigen Formel JBC— ti für U^ so wird sie 

el(2JS:~i«) + elw = HE, 
und wird tf entgegengesetzt genommen, so bat man 

el(2Ä+ti) =» elti + 2i&. 
Wiri atso am ArgumetU u um 2K vergrößert , so vergröfsert sici die 
Function elujedeemal um 2E. 

Eine unmittelbare Folge von der so eben bewiesenen ist die Formel 
10. eliu+2mK) ^ e\u-^ZmE, oder el(u^2mK) rs eiii--2m£?, 
worin unter m eine beliebige ganze Zahl verstanden vnrd. 
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f. 67. 

Der AusdraiA^ Jff -— eleu kt «■ £Br fi s 0» daher wird die Fimotion 
~^.^^ - wieder reel seio; seizeii wir y=s ~^'^') ^ erhalten wir 

durchs Diffiurenziiren Byt=iAns?{ut).Bu^a^k'^.fUkB^u.du9 und es ist also^ 
weno wir ouo wieder so integriren^ dafs das Integral auf beiden Seiten 
lor tisssO rersohwinde^ 

Vertauschen wir aber in der Formel (7.) des f. 64, den Modul k mit k', 
so haben wir 

^snc U.&U 8= yi — j,75 > 

and wird dieser Werth substituirt^ so entsteht die Formel: 

£zJ!£Otl> « u— (JE'— elc'u) « ti+*'^sn^i^snc'u— eri/, 
oder 

je!(Ä— ut) =Ä— fCu+eIc^t#-JS;0 = iE— •(i#+A:'^sn'<isnc'ii~erii) 

Aus dieser Function können wir bequem den Werth von elt# herlateni 
wenn u^^^K-^-iK^ gesetst wird^ denn su diesem Ende brauchen wir in 
der Formel (ll*) wn.M^ssK' zu setzen; da dann aber elc^fi=:0 wird^ 
so erhalten wir; 

12, el(JC-IÄO«=Ä— •(*"— »0 wn^ el(Ä+iJJ[0 = iK+t(Ä'— «O- 
Wird auch in der Formel (5») des $.66. gesetat t«i fürtf, so erhalt man: 

£ — elc(tfi) sae el(uO*~Ap^sn(ifi)snc(tif)y 
und es ist. also: 

13^ el(ii)i— Ä^anfttOsnoCiil) = |(ii— (B^— dc'ti)) 

«5 f (ii + Ä'' sn' u snc' u — el' ti)t 
Setzen wir jetzt ysselCtf-f-iJirO» so erhalten wir durchs Diflferenziiren 

d/adn^(ti+iJr).at#, und da dn(u+t£0«~7 nach %. 28. ist» so ist 

also ays= — j^, folglich y=«aiisl.+y ^r^* Setzen wir in der zwei- 
ten Ton den Formeln (6,) des }• 64. aber K-^u for i^^ so erhalten wir 

__ JS 

.-Y-^sBd(tncu dnctf— eleti)» und es ist also 

el(fi + ^^0 = tncndncai — elcii + ^^onst^ 



312 21. Gudermann^ Tkearie dir Med. •Fund, und derMod.^Integr. $.67. 

Die CoDstante kSnnen wir nm nicht dadoroh bestimmen ^ dali wir mssO 
setzen^ weil tncOs=tnüCss|^ fat» wohl aber dadnrdi'i dafii wir »asiC 
setzen; der obigen Formel (12«) gem&Ci erhalten wir nun 

el(Ä+iÄ:0 = JB+f (Ä'— JBJO « oowt., 
und es ist also 

lel(u+iJKO « J8J— elc«i+tnciidncii+f(JiC'~ÄO, 

"• {el(ii— fJBrO « Ä— eloii+tnoi#dnoM— fCIC'— ifO* 

.1 

Es lassen wh diese Formeln noch etwas emfiMber darstdlen: da aSnlieb 
IZI-eloi» c^ dii-.i!i?;ii!l!f. taetidneii 



und 

am l:*qmcnu cnu/i — ik*Mi*K\ ntuimu _^ dmu 

ssicdnii dflii dnifV miic / %ttu *^ £iim 

is^ SO erhalten wir; 

el(M+iÄO = elii + ^+i-(iC'~ieO, 

Setzen wir in dieser Formd tcssQ^ so erhalten wir für d(iJEO «inen 
Ausdraok^ dessen reeller Theil unendlidi ist; dasselbe findet Statt, wenn 
u irgend ein Tiellaches von 2 JE ist, daher ist Sberhaupt 

16e ^(2mK±iK') es i. 
Setzen wir noch einmal u-\-iK^ für u, so erhalten wir zunSohst 

Da aber naoh $e2& ist ^^^^Ij^!) = '^tau ^ «oredadrt sieh die For- 
mel auf 



17. el(ii+2ar0 = elii+ 2f(iS:'— ÄO und al(u— 2iJK0 = elti-2i(l?~jE'). 
fFtr^ ii<M u um 2iK' vergröfsert oder vermindert , eo vermehrt oder 
vermindert eich ein um 2 j(£' — E')^ Aus diesen Formeln Idten whr so* 
fort die aligemeinere 

el(fi+2iiifi:0 = e\u+2ni(Kf^Sr)^ 
oderi wenn man noch U'^2mK für u setzt, die folgende her 

18e el{u + 2mK+2niK') « elu+2mE+2niiK'-^E'), 
m welcher m und n beliebige positive oder negative ganze Zahlen sind« 
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h 68. 

i ik 

2S«rUcftlmfC to Hodolar^btognib du alt chmi der Bbdol ~ und — a«f eine solche 

FancHoD mit dem Modul K 

Beieiohnet A\k%i, y) du Hodular -Integral hmogea tuf das Ar^ 
goment ku und dm Modul -^^ so ist 

Da aber nacii §• SO« bt dn (Ath^ -1) ~^^^ <^ erhalten wfe el(A;tiy y) 
9sk.r aifuBn, und wird Inerin der Wertfi aus Formel (2.) des $« 64« 
SidwÜteir^ so erbfilt mant 

Woltaa wilr den elHptboIieB Quadranten for den Modul ^ erhalten, so 

« 
haben wir in dieser Formel nur f3r ku den sum Moj 



k 

— gehörigen 

Modubr- Quadranten k{K-^iK% zu substituiren« Ist aber ku = k(K-^K% 
ao ist « = £ — iKff daher ist der gesuchte elliptisohe Quadrant 

ei(jg— /ÄO~ik^«(jic— lisro 

Da aber el(JiC--i£:0 = £— K'— ^0 »t, so erhalten wir 

2. j^ 

zum Ausdrucke des elliptischen Quadranten, wdcher zum Modul — gehört 

Der Ausdruck elik'Uf —j bezeichne das Nodular «iDtegral bezogen 

auf das Argument k'u und auf den Modul p-; dann ist tHufUf-y-jsss 

kj*ia'{k'th F)-^*'=**'-y^5^» ""^ '^ "*** *•**• 

3. e\{k'ti, i?) 

Den elliptischen Quadranten fSe den Modul rr erhalten wir, wenn wir in 
dieser Formel nur kf.u^=si kf^K, also u :=: K setzen; daher ist dieser ellip* 

tische Quadrant fSr den Modul — gleich 

CreUe'« Jonrnal d. M. Bd. XTUI. Ht. 4 41 





elM-* k^ Bausneu ^^^ B — ticu 
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Wir fassen die gefundeneii Resultate in die beiden folgenden Lehr« 
sStze zusammen: 

I, Wird statt des Moduls k gesetzt y (also — for Ar), so yer« 
wandelt sich 

B m -^ ^, E^ m y , also 

JX '"^iä \VL ■ ■ und CT s; m c =r «— t. 

und Trird aufserdem noeh gesetzt Au far t«^ so verwandelt sieh: 

eiu m r # 

II. lYird -p statt des Moduls k (also — statt Ap') gesetzt, so ver* 
wandelt sich 

JK m p-, ferner JE^ m ^^ ^, also 

K^E' m p -*) und — g— m — g 1; 

und setzt man aulserdem noch k'u Pajt u, so verwandelt sidi 

, • E — eleu :i Bi I • dtf ' 

elti m — p — nnd E — elc« m -^. 

Diese Lehrsätze sind also als ein Nachtrag zm denen des {• 30. und f. 3L 
anzusehen. 

i. 69. 

Entivicklaiig ?•& d f — ± ~- j ohiI d f « + i— j . 

Der Formel el(Arf^ ^ = Au^^V^u ^^^^ .^ ^^^ rSokwSrts 
elti s A:.el(A:i^ -r)*!"^^^' ^''^^ ^^ zunächst 

Da nach Formel (8,) des §. 66. ist el {^j = — + ^ ^ so verwandelt 
sich diese Formel, wenn in ihr ~ statt des Moduls k gesetzt wird| in: 

^v 2 > t; 2ifc *"""2r"^ 



^) Es Terwandelt sich n&mlich Kf in A;^(JiC^— i iQ, «od UerTOU Biiils der Aaidnicki 
{n irel cbeo £' übergeht, aabCrahirt werden« 
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und wird dieser Wertb in der früheren Gleiohung substituirt^ so erhält man : 

^*\2^2/^ 2 •" 2 "* 2~* 

Dii^ser Ausdruek rednoirr sieh auf den einfachem 

el^-2 X^ = ^2 '^~li — » *^° *^ *** 

^\"2 +ir/ "^^ 2 "* 2~' 

Man kann su diesen Formeln auch auf folgende Art gelangen» 
Setst man in der Formel ('i«) de$ $» 65. das Argument a = ii^ so erhSIt man : 

, el(2ii) t k^sn^u(in2u 

ein «= --V^H 2 • 

Da femer naoh §.32.a^ ist /b^sn^ti s j^~2u^ ^^ rer wandelt sich diese 
Formel in 

.^^ d(2ii) , l~dg2a yi— m2tt 

^^ 2~ + 2 ri4.cn2ii 

oder 

o ^i/'^N elw «^ t— dii«i/l — mu 

^- ^Hy;^ -T + '-T-rf+TiTlI- 
Setst man in dieser Formel u^s^K-^-iK^ so ist dnu = 0^ cnti = --r^ 

und sni#ss5-r-. und da Vrr— ^ «= -I^^i^ = ä + 1*' ist. so erhalten wir 

k ^ f l-}-cttu «Uli * * 

el^— 2— ; « j- +~2~* 

wenn der lITenh von elif nach Formel (12.) im $• 67. snbstituirt wird, 
und also dasselbe Resultat^ wie vorhin« 

Setzen wir in der Formel (2.) ti-j-^^' Hir u, so erhalten wir, da 

dann dni# sieh in ~, snti in - — und cnti in 7' verwanddt, fdr 
{l^inu)(i-mu) j^^ Ausdruck 

— -S- j.(Asn¥ + tdnif) = -5- ^ — — ' 

MBU /^ ' ^ Sttll 

s=s A:snii — ^ + i(dnti + Äcnii), 
und da der Formel (15«) im $• 67. gemäls 

bt, »o erhait(>n wir abo 

41* 



316 2i« Gud^rmmmn^ TkearU dir Mod.^Fwwi. mid dmr]Uod.^hktr. {• 7^ 
oder auch 

•*v** — r^ *= -5-+— 2 ^-^ — • 

Seiet man in dieser Formel utssQ^u» eriiült mant 

und Aeses partionUbre Resultat konnte aus der Formel (2e)| indem man 
tisstiT säate, nieht unmittelbar hergeleitet werden^ we3 dann du un* 
endlich wird« 

Setnn wb in den Formeb (3.) n «s JT^ so wird A2u s 2Ep 
8n2ii8BiO^ on2tf «a — 1 md dn2ti s 1, daher haben wir 

f. 70. 

Tm dM Wertbm te FaMtiw 0u sa ^^^, 

Setzt man fai der Gldohung dttcsy dn'ii.d« jetst tf« fSr «> M 
erbst mant «!(»•) s» l.y ^n'ti.d«. Das Integral 

kt das byperboUsobe Modular- Integral der ersten Art, und anf dasselbe 
kSnnen die Integrale y*®n^« d «, J*^n*uBu, J'in*uBu, J^^Z% 

fih* /f^ "»*/fH?;r ^ ^^^ ^eke «rSekgeßbrt 
deuy wie dieses an den eyklfedben Modular -Integralen in Beudumg auf 
die Function eltf gezeigt worden ist« So wie 

^M = etti ist» so ist auch umgekehrt ^^ s eli^s 

Die Integrale &u und eltc können auch also dargestellt werden: 

Wird statt des Modais k der Modul W gesetzt, so schreiben wir &u für 
(SIk. Setzt man in der Gleiohuog (3.) des §• 65. ai fSr « und «1 fir «^ 
so verwandelt sie sieh sofort in: 
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&(a+flO B 0«+®(«+^*®na®itti€>ii(«'f «) and 

Der Gleiohang am Sdilnsse des ^ 64* gemfifit ist: 

!S('ti+el u SS u+ta «dn u =: tf4**ooS^<»'>* '^** "**' 
€(«+^'* "^ «•i-tn'vdR'tf s «+tang^au'2«i 

Also 

iil6l^+du»ii+^ od« !i^>+ol't»««+ü^, 

I * * SHOW i " ' soo'u 

Setsttnan ia der letztm Formel u=iK\ also am^2tf«itr^ lo erbfilt meD: 

Die FuMtion ®[t< wSohst also zwisohen deo GreiiMn tiaeO und tisnf 
sehr rasob und zwar immer mehr besohleunig^ wenn sieh u der Grenjee 
K' n&hert. Setzt man Kf^u Vax u, fio erhält man^ da am^(2£'— 2ti)» 
:r— -am^2ti ist, die Formel s 

welohe sieh, wenn -^u ISr m genommen wird^ verwandelt ki 

nnd eine bemerkenswerdie Eigensohaft der Function 9Xu erkennen Übt» 
Nimmt man nSmIich u sehr klein ^ so hat das letzte Glied dieser Formd 
einen sehr greisen Werth^ und da dasselbe negatiF ist^ so erhelieti dals auob 

ei(JiC'+u) selbst negatir ist. Setzt man u,^K, so wird das Glied * ^^ 

BS und man erhfilt alsot 

Da nun E'<\7t und Kf>\7t, folglich K>B' ist, so ist also ®(2iC0 
positiv« Hiernadi ist also die Function ^lu zwischen den Grenzen u^=lK* 
nnd fies21C^ zuerst negativ und nachher wieder positiv , und eine Folge 
hiervon btf dals es zwischen eben diesen Grenzen einen Werth u giebt, 
für welchen SItissO ist* Da nun el(ui)~to0i# ist, w M die Func^ 
Hon el(tfi) s=0 nidU hlofs für t# ss 0, sondern auch für einen zwischen 
den Grenzen u^K^ und u:=^2K enthaltenen Werth von u, welcher 
unfehlbar von dem Modul k abhangen wird. 

Dasselbe IfiGst sich auch aus der ersten von den Gleichungen (15«) 
im S* 07o herleiten, wenn man darin nt lur i^ setzt» Aus den Gl 
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gM (7«) und (»,) crbttt maa dordi AdiBtim 4ie Formel: 

waMi# flob, da «l'(Ä:''-ii)+el'(£^+ti)s2jC' M. auMmmenziefct wf 

Mttlttpllotrt mm die Gleiobuog 

el(ti + 2fiX— 2miJK:0Belu+2iiiE7— 2mf(ir'~£0 
ntt (^ so erhflit man 

und Mtjst man hierin j- für u, so wird sip 

IL ftl(u + 2mK + 2niK) « e(ti+2ffi(£'~E0 + 2iif£l^ 
und also fiir n es tntbefcmdere 

€l(li + 2mJC0 = «i# + 2m(Ji:'-Ä0- 
Zuiat«. So wie ea swiicben den Grenzen K^ und 7B? einen 

Werth Ton u gial>t| fifrwelefaen el(iif)s=:0 ist, so giebt esrmsohen den 

Orenaen äK^ und 4 iC^ einen zweiteui zwischen 5K^ und 6JSC^ einen driU 

teni awisehen 7 K^ und 8 JC^ eioao riarten u. b. w. Werth von U9 für weU 

oben el(fil)M»0 Int. Diese auf einander folgenden Werthe von 11^ (ir 

waloha el(iii) = ist^ und deren Anzahl unendlioh ist^ bilden aber keine 

ariihmetlsohe Progression, sondern befolgen ein anderes sdur rerwickel- 

tas Gaseta. 

RtdsMkNl 4sr bittgrsU too der Form /x", du» h weMsr oc eins Modulsr-FuacliM das 

ArgoMratti y tsli auf Modalar-hlegnilt aod ssf Amplitadea. 

Ks sai der KBrae wegen Jls=a + 2ftdP^ + ^^j und durdi [n] werde 
baaaiohnel das Integral^ ^i^ % DiSerensiirt man den Ausdrvek ys 
jr^«/*J|i so eililill man Bunttüfcnli 






dx. 



odar da |^«4l«+4e4r' ist 



c* V"Jl 

WM ditMt DiibNuiil im ZShIer nMh Potenaea nm x geordMt, m 
•ntilthtt 
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uoS wenn man gliedweise integrirt^ so erhSlt man die ReduotioosformaU 

Isty wie wir hier YoraiusetzeQ | n eioe poritive ganze Zabl^ so wird das 
Integral [n] =s / - yl^^ dureh diese Focmd auf die beiden Integrale [n — 2] 
uud [n*— 4] zuruokgefohrt» 

Ist nun ^=snu, so ist ^^ ^ y^^^-^t^f.^or'+i^^x^) ''''''^ *-®- 
Da nun 1~(1 +Ar^)a?^ + A?ar* = cn^tida'ii = Ä = a + 2*a?' + car* ist, so 
hat man a^=l^ 22^ss-^(l.{.jg^ und c = A^; daher Terwandeit sich die 
allgemeine Formel in 

L (n— l)Ä?.ysn»wflii 

s=:(n— 2)(1+A:*)ysn'^ti.5t«— (ii~3)ysn'^u.ati4.enM.d 

Setzt man jpsscnii, so ist dx sss ^^nnudnu.Su, also —dtc s=5 

d^ dx r 1 1* Im 

nu duu"" VXf » + (*»—*'») r»— *»«*)* "™8'"'" 

sott dnti es /"Ä 33 /'(a-{-2bx^+ex*)f 
uud also asit'^ 2d=cA;^~^^ cs=->-^. Werden diese Werthft in der 
allgemeinen Formel sabstituirt, so verwandelt sie sich in 

2. («— l)*»yon»«ati 

SB («— 2)(**— *^)./cn»-'ti.ö«+ (»— 3)*"ycn"-*«.5« + sn«. doti.«n"-*tf. 
Wird «ssdnti gesetzt, also darss — A^sntiontf.d«, sobt — dif sa 

n — ^^ — =<77 — ZTTTTT-rzTrr-T 7s* •*«> /^B s=s *' SO tt OD «, ferner 

« SS — ;k^, 25 =s 1 -j. A^^ c 8 ~1 ; die Reduotions- Formel ist also 

3. (n-'i)./da'u.dtt 

ass(Ä— 2Xl+*'')ydn-»«.a«-.(n--3)A''./dn'^«.aii4-*'8nfr.eni».dn'^ir. 

Setzt man in der Formet (I.) k* für k, femer ui fSr tr^ so ver^ 
wandelt sie sieh sofort in 

4. («— l)&'*./tn»«.d« 

sas — (ii_2)(l+*").yin"-'«.dt< — (»-3)ytn"-««.a»+ ^^ tn"^tfc 

lit nun n in diesen Gleichungen eine gerade Zahl, so werden die 
auf der linken Seite in diesen Gleichungen stehenden Integrale durch wie- 
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derholte AnweodaDg dersdben Raduotions-Formela aoMst surSckgebradit 
auf solche zwei Integrale^ in welchen der Deponent nssO ond es 2 ist» 
F5r n»0 bat man aber d» Integral /du- « nnd fSr « » 2 kam» das 
Integral ifem §• 64« gemlls immer auf das Modular- Integral ein aurifokp 
gebracht werden. Ist n aber eine ungerade Zahly ao kSnnen die Inte* 
grale sSnuntUch anf solche zornckgebradit werden, für welche n as 1 und 
nssS ist# Der Exponent ns=:3 kann aber noch anf den Exponenten 
ns=l zurückgebracht werden; denn man kann die Gleichungen (1«) bis 
(4a) im Sa62« mult^liclrcn mit 9u, und gliederwdse integriren^ wodurob 
man erhStt: 

2£^.y8n'¥.dti BS (l+/k') /sniiadii + cnifdnii, 

2*'*./tn*t#-aii ==-(l+^./tnii.dii+5^> 

und dieselben Resultate erhalt man aneh, wenn man in den frtDberen all« 
gemeinen Formeln nur n ss 3 setzt« Die Integrale für n =s 1 lassen sich 
aber durch cyklisohe oder hyperbolische Arcus , d« h« durch Amplituden 
ausdrucken. 

Setzt man in der Formel (1.) ¥^iK' fSr ¥^ so verwandelt sie 
sich sofort in 

(.n-n.f-lr. = (»-2K»+*0.A^-(«-3)*-/Ä-S5?. 
odeTi wenn man K — » für u setzt, in die folgende 

Vertauscht man in der Formel (2.) die beiden conjugirten Modul und setzt 
man dann tit f3r u^ so vevwandelt sie sich in 

Die Formeln (3.) und (4.) kGonen in ähnliche umgesetzt werden 
fnr negative Exponenten , indem msn nur K-^u für u setzt, da dnou 
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^j- ond fnouss p^ ist. Hierdurch verwanddl sich die Formel (3.) In 



3u^ 
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Siebenter Absohnitt 

«• 72. 

Tot den Molviar-Logtntliaf« inu und fimic 

Die beiden im vorigen Abschnitte behandelten Nodular • Integrale 
ein und (SlVj aufweiche wir spSter noch oft zurSckkonunen werden, sind nnr 
erste OifFerenziale einer neuen Functiony wovon es ebenfalis nwei Veben« 
formen gieb^ die siöh, wie die cyklisohen und bjrperbolischen Functionen > 
gegenüberstehen und daher auch als zwei . Functionen sn behandeln sind^ 
damit man im Stande sei| die imaginären Formen auf reelle furiicksu* 
brin^on. Es haben diese ueuen Functionen eine kgarMmisehe Natur^ 
denn fast in i^H^ ^ betreffende Relationen mischen sieh die naturlichen 
Logpoithmen ^Rf Qud da sie nicht blols von dem Argumente u^ sondern 
auch von einem Modul abhängen^ so werden wir sie ejßlXsche und hjfper^ 
bausche Madular^hog^xritkmen nennen, und durch Imu *) den cyklischeui 
sowie durch jtvxu den hj;p 6rbolischen Modular- Logarithmen des Argu« 
mentea y beseichnen, wenn der Modul k ist, hingegen jenen mit Im'ai 
und diesen mit im'up wenn der Modul Ar" ist. Der vorhergehenden £r- 
MBrung gemSfis ist also 

1. \mu BsJ* du.elu, oder umgekehrt elti a i^^ und 

2. £mu ^/»u.&u, oder umgekehrt &u « ^^. 

Ans diesen einfachen Formeln müssen alle Eifenschaften der Modutar« 
Logarithmen hergeleitet werden. 



*) Die BacfctUben 1 oad m der CiuiracttriBiik inii sind die AniiRgs-BBciiaUbeo ?oi 
logsrithoNis modiilaris. Die Gharsklere In and Sm aiod hiolSBglicIi snCeffMUedeA tob des 
eisiaekeii Zeicbea I nod S, wodurch nsdi §.37. der Tkeorie der Feleniial*F«selioafii hyper- 
belisfbe Arcns sof ejLliscbe nod umgtktkit soriickgebrsriit werden. 

Cken^s Journal d. M. Bd. XVIIL WL4. 42 
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Setzt man in der Formel (K) — 1# für u , so erhalt mao lm(~-ti) 
s= / el{ — t*).ö( — u)i und da el( — u) =» — elu ist^ so erhält man: 

c/ 

3. Im(— fi) s=z ImUf und eben so l?m( — u) = fmii. 
Wird also statt eines Argumentes das gleich gro£^e ent^tgengesetzte ge« 
nonimeni so wird der Modular-Logaritbme desselben nicht geändert. 

Setzt man ui tm u, so hat man lm(ttt)=^ f idu.el(ui)] da aber 
el(ui)=ii*&u und ? = — 1 ist, so erhalten ynr: 

lm(ui) =5= ^^fdu'.&Uj 
und also der Formel (2.) gemäf«: 

4, Im(wi) =5 — ftnti/ eben so findet man $m(ui) == •— elw. 
Die Modular*^ Logarithmen werden also nicht hnagioar, wenn man auch 
ui statt dea Argumentes u setzt; sie befolgen in dieser Beziehung . ein 

ahnliches Gesetz wie die Functionen los und log ^ci u, denn es ist be» 

* cos u . *'. 

1 1 

kanntlich log — t-^ = log 7^-7- , oder 

•4^09(111) ^(SHu^^ 



log- 



— log (Sog w und logSoö(tii) = — log 



-^4- log €11/», 

1 



MuitipliciFt mau die Gleichungen (5*) des §.70» mit dii, und inte grtrt man 
gliedweise, so erhält man die Formeln: 

Jm'ti + lmn SS 7r + log~u^ ' 

2m» +Wi/« Y+log^u = ^i-^^iog-^-, 

wodurch die beiden Nebenformen der Modular* Logarithmen 9 wmm ihre 
Modul eonjjugfart smd ^ ohne Hülfe des Imaginären auf einander surSckge» 
bracht sind« Schon in diesen Relationen zeigen sich die natiirlicfano Lo- 
garitfimen. 

Wegen der Einfachheit des durch die Formeln (4.) und (5,) aus» 
gedruckten Zusammenhanges unter den cykÜM^ben und hyperbolischen Mo* 
dular- Logarithmen I werden wir uns im Folgenden gröfsten Theiles auf 
die Betrachtung der oyklischen Modular« Logarithmen beschranken. 

Multiplicirt man die zweite der Formeln (5.) mit — 1^ und setzt man 
für •— -£mu seinen Werth lm(iit) der Formel (4.) gemaJb an die Stellei so 
bat man 



6. 



Siehenter Ah9cAnitL §.73« $23 

unit diese Formel dient ab F^ndameotaU Formel fiir die nachfioigende Be- 
trachtung der oyklischen Modular - Legtirithmen solcher Argumente^ weiche 
ganz oder anm Theil imaginär sind* 

$• 73. 

Rdatioa uater den MoJuUr.Logaridiiiiffn lmla±u)f Ima ni|d Imir« Enttvioicliiaj des 

Madular^Logaritliaea eioes Triooins« 

Es ist naeh ^t 65# 

wird diese Oleiehun^ mit Su multiph'art, $0 erhält man 

a«.el(a4-ii) — ati,el(ii— i^) =» !2aimtf+dlog(l--il*fii^asn^fi). 
Da ferner d Im (n rj. ti) =: d 1^ . el (n + 1^) und dlm(a — ti)sss«^el(a<— ii)«^ii 
ist^ 80 erhiilt man durch Integration 

\mi^ä+u)'^\m(a^u) ä oonst + ^ Im if 4- log (1 — Ä*sii*asa*w). 
Setzt man 9 um die Constante zu bestimmen, n ss 0^ so findet sich oonst« 
acilma; es ist also 

1. \m(a + u) + \mia^ü) = 2Ima+21mi^+ log(l^A:^sn^a sn^tt). 
Setzt man in dieser Formet a^=^ K^ so hat man 

2. \m{K^ti)'\^\m{K—n) = 2lmÄ:+2Imu + 2Iog dnii, 
und setzt man a^=^u, so entsteht 

Nach §.66. ist el(ir+w) + el(ir— u) == 2£. Muttiplicirt man diese Glei- 
chung mit du, und integrirt man, so entsteht, da ^u 1=^ d{K^u)^ 
*-d(j:^ii) ii^t, die Gleichung 

Eine Consfante braucht nicht hinzugefSgt zu werdeoi d« jede Seite der 
Gleichung für « s= verschwindet. 

Setzen wir in dieser Formel « =s X, so «Hielten wir 

5. Im(2^) =r 2E,£, 

Setzen wir aber «• fSr u, so entsteht die Gleichung 

ö. -^^ ^.w. 

Setzt tnan In der Gleichung (3.) «sr Jt, so erhält man toCJÄ") « 
4 Im iir+ 2 logil:', daher Ut 

1. I«i:«^ + log|/i. 

42* 
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Wird die Gleidiuiig (2.) diirdi 2 dhridirt| und der so ebeo gefi 
dene Werth mibstitoirt) so erliSlt man 

Biemos und aus (4.) ei^Slt man durch Addition und Subtraodon 

jlmClT— ti) s3 Iflieti B-^+lini# + Iog(^)~£«ii und 

lm(ir+ ti) = lmc(-^) = ^ + lmi# + 16|(^) + Ä.ii. 

Eine Relation unter Nodular* Logarithmen ^ welche nodi allgemei« 

ner als die Formel (1.) irt» iilst sich auf folgende Art herleiten. Molti» 

plicirt man die GMchnng (0.) des §• 6S« mit 9 a und integrirt man, so er» 

halt man 

Im(ii+r+a) =s 

lm(fi4*tf)+Im(r4-o) — Ima — log(l+Ä^snasntisnt^sn(tf-4-f+A))+^<Mist« 
Setzt man^ um die Constante su finden, assO, so hat man 

Im(ti+0 SS lmir+lin<'+ ^'onst. 
and also " 

10* lm(ii-H'+^)nlm(iip-fA)-f lm(ü-{-a)-f ImCtf+t') — bn^ — bnr^lm« 

*^log(14-A:^snuursnasn(ii-f-f +^))* 
Setzt man in dieser Formd fi=:( und rs=— i^ so verwandelt sie sich 
in die frühere Formel (1.); setzt man — »a fSr a^ und beachtet man, dals 
hn( — a)s=:lm(4'A) >s^9 >o erhalt man 

lm(i»+^ — ^) = lm(ii-- ii)+lm(r— Ä)+Im(ti+^) — hnu— hur— Ima 

— log(l — I^8ntfsn9sniisn(fi-|-r-~a)). 

Wird diese Gleichung von der früheren subtrahirt, so erhalt man 

IK [kn(tf + r + a)— lm(tf+a) — fan(ü+a)) 

— nm(ii + ü— lO — *«ö(m — a) — fan(r— a)] 

■• 1— A:* sau 6iiv8natttt(ii-f-v— a) 

Zusatz« Setzt man in der Formel (3.) nss^jr, 90 erhBlt man 
zunächst 4,lmijS:=hni:+log { ^_j^,^^, ^^) ; da aber suHir=^, 

also *^«^l^«(i^ppr"i^ wwl l~**snHJS:«j^ bt, so er^ 
halten wir 



S i €.h e m i e r JbschniiU §.74. 325 

§• 74. 

BttiwkUng im \m(u+2mK) iiad reilki perMisdifs Terluilieii to Aosdrackt 

Seist man in der Formel (4,) des $• 73« jetst JSTTii for «, m ver« 
wandelt sie sioii in: 
L lmC2JK— ii) = lmir+2£(Ji[~ti) und lm(2£:+ii)8slmii+2l?(Ä+tt> 

Aus der ietsten Formel leiten wir noch eine aUgemeinere lier> in« 
dem wir darin nacheinander « + 21^ fi4*4Jr^ u-^^bK etc. (orn setasen; 
nddiren wir aber die GleidMingen: 

lm(ii+4JC) = tai(ii + 2JS:) + 2iZ?.(ii+3ir), 
lm(tf+61C) s kn(ii+4£) + 2£?.(ii4.5i:)» 



lm(ii + 2«JK:) = Im(ir+2(m— I)JK) + 2£.(ii+(2m— 1)Ä), 
in welchen die unter einander stehenden zweiten Glieder , welche den 
gemeinschaftlichen Factor 2E habeO| eine arilhmetuche Progression aus« 
machen und also dadurch summirt werden y dals man die halbe Summe 
der beiden liulsersten Glieder mit der Anzahl der Glieder multiplicirt« So 
erhalt man die Formel: 

2. lm(ti + 2mAr) = lmu+2E.(mu+m'K), 
in welcher m eine beliebige positive oder negative yanze Zahl vorstellt« 
Dals diese Formel nämlich auch dann gilt^ wenn m eine negative ganze 
Zahl bedeutet 9 Ifi&t sich kurz so zeigen« Setzt man in der Formel (2.) 
-— « fSr a^ so erhält miem: 

lm(— tf + 2mliL) b lmti + 2l?.(— mti+m^JE;^ 

Da nun ab« — t<+2m£'=— -(ii— 2im£) undalsoauch lm(— -if + 2iiiX) 

s=slm(fl — 2nilC) ist, so erhält man: 

lm(i#— 2m£) s bnti+2i?.(~nitf+m'£), 

also dieselbe Formel» welche man auch erhält ^ wenn man — m statt m 

in der Gleichung (2«) setzt. Der Gleichung (2.) gemäls ist: 

hn(ti+2m£:) s lmir+£(2mtf+2fli'JS:) 
oder 

lm(u + 2mK) s kntf+^(4miiiC+4m'i:'). 
Da aber (n + 2iiiJi:)^=sif^+4mtfJS:+4m^ü[^9 und also auch 
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isf, so erbalt maii durch die Stibstitotian dieMi Ausdruckt die Gleichung 

Der Ausdruck auf der linken Seite entbüH ganz eben so das Argument 
%b^2mK, wie der auf der rechten Seite das Argument u, und da diese 
Ausdrucke sich gleich sind, so haben wir also deu Satz: 

JE» 2 

Der Ausdruck \mu — -t-*^ ändert seinen Werth meht, wmm mm 

das Argument u in ihm um ein heUehiges Vielfacl^es van 2K vermeM^ 
oder auch vermindert} er ist also eine periodisebe Function mit reellen 
Perioden} der umfang einer Jeden Periode ist =2JL 

Knlwickluo^ Tou Im (K±ui) vud lin(K±iiCO* 

Nach Formel (U.)des§. 67. ist el(iiC~iii)==JB— i(u+elc'ti— «0; 
miiltiplicirt man diese Gleichung mit d(-^iit)sa'~tdiiy so erhSIt man: 

a(JK:~iif).el(Ä:— iii) « ^iE.du^iuBu^eWu.au-^E'.du) 
und durch Integration entsteht hieraus 

lm(jK:— tii) « const.~i£?.u—(-^ — Im' (Ä'~«i) —«.!#) 
oder auch 

lm(Ji:-*tiff) = const.— iE. ui— -^2"" +^mc'u'^E^.u, 

wenn wir Imcti für Im^K—u)^ also auch Imc^if fiir Im^ (K^-^u) sahrel* 
beo. Setzen wir^ um die Co n .staute zu finden^ uas 0> so erhalten wir: 
ImJC SS const. + hn' iC'^ also const. sss ImJSC^ — Im'iC^ 

Danach «.T^. ist lmÄ«~ + togl/p, also hn'K^« ^' + Iogj/y* 

80 erhalten wir const. s= — ^^ 1- log y— » nnd es ist also: 

Imc(fii) s=3 lm(£ — ui) 

lnic(«— wi) SS im{K^ni) 
^ ^^l^^''^' + toi]/^r + lfn&u + E\u^'^'hE.ui. 
Substituirt man fiir Imo'fr der Gleichung (O.) des §. 73« gemäb den Werth 

Imc'ic « — ^'+Im'ii + k>g((j:|)-Ä'.v, 
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SO erhalt man die noeh einiacheren Ausdruoke; 

Setzt man in den Formeln (K) nooh u^szK'y so entsteht 
oder abo 

Die Formeln (2.) lassen sich auch also herleiten« Setzt man in 

den Formeln {9.) des $«73« tii (or t^ wodurch sich dnii Terwandelt in -^, 
so erhalten wir 

lm(Ä±iiO = ^ + lm(ui) + log (^) ± J^^^ 

and da nach Formel (0«) des $• 72« ist Im(lfi) + log^|;|^^sB; Im'ti — —^ 

so erhält man durch die Substitution dieses Werthes augenblicklich die 
Formeln (2.)^ woraus die Formeln (L) leicht heraildten sind. 

§• 76. 

Zossamenhaig swisclita den beiden Modolar-Qaadranten K und Kf find den baden 

ellipüscben QaAdmnlen E ond E\ 

Setzt man in der Gleichung (0«) des $• 72. für u an die Stelle 
K' — 1#, so erhält man: 

eben so^ ist 

und da cn^(JK' + •*)== ~^^'(-'^''~«^) ***> «^ erhält man, wenn die obere 
Gleichung von der unteren subtrahirt wird: 

da nach Formel (4«) des §• 73. ist \m\K' '\^u)--\m\K'—u)^2E\u. 
Setzt man in dieser Formel — ss — ui für u, und beachtet man, da& 
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lag(— l)ss^t kt^ so erbfflt maDt 

oder audii da lm(iK^ — ii) s Im (if^-t£0 ^ 

Setzt man ui dieser Formel Dodi ti s= J^ so verwanddl sie sieh io: 

aber aus den Glcuefaungen (3.) des §# 75« eriiSIt man duroh die Stab» 
traction auch 

und diese beiden versohiedeDen DarsteOungen derselbmi GrSfte geben abo 
die GleidiUDg: 

oder auch 

2. EK+E'K—KK' :=^ir, 

wodurch eine Relation unter den vier Quadranten K, K, Ej E' ausge» 
drückt wirdy wdche sehr oft zur Anwendung kommt ^ und zuerst Ton 
Legenire auf einem ganz anderen Wege gefunden worden ist« Es iäfirt 
rieh diese Formel auoh auf die beiden folgenden Weisen darstelleni 

Wenn nur Sbi^rhaopt bekannt ist, dab das Produet E^K von dem Pro- 
ducte (K'^E)K' nur um eine Conatante c verschieden ist ^ so laCit sioh 
diese Constante c leidit finden ; denn setzt man 

EK = (K— £?)JS:' + c, 
und ▼erringert man immer mehr den Modul k, so nShem sich K und B 
der Grenze ^T» also K — E der Grenze Piull| ferner nähert sich E^ der 
Grenze 1| und da sich K^ dem Logarithmen von -^ niihert^ so nähert sieh 
das Produet {K^^E).K* dennoch der Grenze Null, und es entstellt also 

E\Kts^ l.is- OB ^ 

wodurch also die Constante c bestimmt istt Diese Nachweisung sehian 
noch nothwendig^ woV wir die Constante \t in der Gleichung (2.) ans 
der Formel log( — l)9z^i hergeleitet haben^ da doch überhaupt log(— 1) 
z=: yri^^TTmi ist, wenn unter m eine beliebige positive oder negatifO 
ganze Zahl verstanden wird« 
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Zusatz, bt der MoJuI Jfc ss li'as /"^ , m Wk «ofih BssE* mä 
KsssKff daher vwwaadelt mii wm di» alj^emeiiie Foimel in 2£;.X— JC* 
sssfr und hieraus folgt 

Setzt man in der Gleiohnng (6.) des $.72. wieder K'-{-u für u 
wo3areh man (wie im f r76.) erhält 

ImiiK'+ui) « lm'(Jr+«)~2i^-Iog(5j;^^p35), 
und setit man hierin 4-=3— nl Fdr ti^ so erhSlt jbm 

Da aber nach ^ 20 ist ono' («/)*» F'^"*'^^^^* "^ ^"^^ "*""» ^ 
jk>gl SS ^srl Ht, zuttSohat 

ImiM+iK') « lm'(ff'-«0--^-^^-1ogft^+f . 
gubstitnirt man hierin fiir WtK'—ui) den Werth ^+lm»+Iog^ 

l^E'tti und (8r ^i^:^ den Werth -. J|-'+Ä'«f+|' , so 
erfaSIt man 9 wenn man die ndb aufttelienden Glieder we^Sb^ 

oder audi 
lm(l«+^Ä0=a~;^^^f=^4•^«•'+log(8n«./•*)+l((JC'-J2^)M+ia^^ 

lm(iH-IÄO = - ^^^^-^3=^ 4-tm«^-!og(«ni»./"*)~i((Ä'— JÜO«+ 

Wird die untere GIdohting von der oberen subtrahirt» so erfifilt man wie^ 
der die Formel (1.) im $. 76.; woraus wir hegtniriM borfiluntes Tlieo- 
rem hergeleitet liaben. 

Es Icönnen dies« beiden Formeln andi auf folgende Art geiunden wer- 
den. Nach $. 67. Formel (15.) ist el(«+tXO»«l»+^^^+*(£— i^O- 

MttltipBeirt man diese GIdefaung mit d«, und mtegrirt^ so findet sich 
lm(af +*iiO ^ oonst..*f fai» 4- log«n« -f ^(Ä"— EO«. 

Creito's Jonn«! a. M. BJ.TV1IL HlUi. 43 
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Oia Contant« kann nun nicht dadurch gdunJen m^erden, dab man w » 
seist) wohl aber, indem man ussK setxt; dad«Nli erhSh man 

«ODst. SB lm(£+t£0 — l«i^— <(^'-£OiC. 
Werden hierin die Werthe von im(K-^iK') aus §.75. und Ton ImK 
aus f. 73. subslituirtf so eriiSlt man dieselbe Formel, wie oben. 

f. 78. 

EntwIcUng TOS ym^w^—), ^{^ "^ lm (^+^^ . 

Nadh f. 73. Formel (S.) ist 4.imtia=:im2ir— logCl— Jif'sn^tt); fer- 
ner ist naob f.32. na^u^r^^ and k «n'»« i7*"o" » ab«» 

*•"»*« °i: i+e,2ukt+«' ^* undfolglloh l-*'sn t»«ffj^^-^:j^. 
Hiernadi rerwandelt sich die Formel in 

4.1m II « Im2«+ log ^::r^^-U^-^yJ oder 

2 2(taiii+dDii) 

Setzt man in dieser Formel u-^^-iKf ISir ir, so TerwandeR mh cnie fo 
^ — und dnti in ^^^^^^ — ^; also verwandelt sidi der Brudi 

kmu snid ' 

. (14^wKMi^"jf) • {ktnku — iifatf)(cntt«f'fwni) 
2(diiii-f-<^tti<} 2{dnu^ki'nu)9nu 

Wird min auch fSr Im (u + iK') sein Werth aus §« 77« subslituir^ so he- 
ben sich die Glieder •4-I<%9nii und •*-l€|;snu auf und man erhSIt: 

+ log(enii+^mti — Iog(dnii+Aronii)-f-t((JiC^ — ^Ou+^nym 
Da aber log(A:sntf — idn») ss jarosin(dnti} es Hnroeos<Asnii) und 
log(cnu'jri^^^) ^=^ i^mu ist^ so erhalt man: 

41,n(i±i) = _£(^=J2 + Iog(:^)_Md.„+*„.)+to, 

+ f (l%r— aro eos(*8nii) + amii+(K'— JB')«) , 
und da j^v — ärocos(Asnti)s=:arosin(Arsntf) bti so reducirt sieh der Au»» 
druck auf den einfisoheren 

1. lm{j^)^ _^ + ^Iog(— j-^ 

I • / aresin (Arsott) 4"Sintt-f"(^^ — ^^) ^ \ 
^ t ^ _ ^j , 

in welchem auch noch am(&«^— ) fSr aro8ui(J(:sn ii) geseM WfHton kann« 
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Hieraus erhält man noeb für u = das parlieulare und i^la 
Resoltot: 

nn j fiir ti sss JT findet wAk «in zweites , aber imaginäres Resultat 

welches uoh noch ziisammoudehen Ififst auf 

J. 79. 

EotvicLioing t«ii Iin(w-)-2oiXQ ml peii«di$ehcB Terhaltai it» Aiidracki 

Es ist dem $«76. oder auch 77. genOUs \m(u-\-iKf)=s\m(u~'iK) 
+ 2%{{K'—E')U'\' \v). Setzt man in dieser Formel u±iK fat u, so 
verwandelt sie sich in 

1. lmC«±2iJi:0 « lmtt±2»((ir— JPO(«±»ÄO+iT), 
oder axuhf wenn man für t> wieder log( — 1) an die Steile setz^ in 

fan(« + 2»K0«2»(Ä'— £')(«'+ »iC') + log(— 1) + lm(i«) 

Im (« + 4 iK') = 2i(Ä'— «')(« + -^ «Ä') + log (— 1) + Im (« + 2 iK') 

hn(tt 4- 6tK0s=2i(*:'— ß')(« + 5iÄ')+log(— l)+lm(ti+4«-'^') 

lm(tt+2n»JK:') = 2t(K'^fi0(«»+(2»-^)«Ä0+log(-l) + lm(tf+(2«-2)iJ['> 

Addirt man diese Gleichungen^ deren Anzahl sa n ist, so erhSIt man die 
allgem^nere Formel 

2. Im(i«+ 2»tJC'> =5 lm«+ 2»(Ä'-B')(»«+«'»-K') +Iog((-- 1)"). 
Es ISlst sidi diese Formel auch also darstellen: 

lm(tf+2nlJC') = lmt« + ^^^^^(4ntt.-JC' + 4n'i«A:'^ + log((-l)-), 

und da inuiK' + inH^K^— \u-^2niK')*-^tt* ist, so verwandelt sieh 
die Formd in: 

lm(«+2»Ut')-{l-^.!;i±2j^'^ = to«-(l-D.^+Iog((-m. 

43* 
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Abgesehen von dem Gliede log ((r^iY) enfliSlt der Ausdruck auf der luhi 
kea Seite eben so das Argument U'^2niK^ß wie der auf der reohtan Seite 
das Argument u; das Glied log(( — 1)'^ fallt aber auch weg, wenn man 
2nlorii setzt; denn dann ist (—1)" » 1 and also k>g ((— 1)") es log 1 s 0« 

Daher haben wir den Lehrsats: D^ Ausdruck Imu — U"^^*^ ^^ 

dert seinm IVeräk nidU, wemt man das Argument u in ihm heÜMg oft 
um MK vermehrt oder auch vermindert; er ist also periodisekß diePe^ 
rioden sind aber imagkidTj da der Umfang mner jeden ss4iK^ jf& 

Zusatz« Für die byperbolisdien Modubur-Logsrithmen erhSIt man 
lacht die Formeln 
imiu+inK") » iniU+2(K'^E')(nu+n?K')'^log(—iy und 

tm(u+2nK')-(t-§).f£±^ = tn,M-{t-§).!^-lom-iy% 
welche, weim n dne gerade Zaht istj inohts Imepngre» eathakeD. 

$. 80. 

BatwidUiMf im .lm(u'i'2mK-i-iniK') ni anüklige daraos abgelotete periodische 

Ausdrücke. 

Die Entwicklung von Iin(« + 2ifiJlL4-2ntJS?) findaf sich durofa 
die SSusammensetzuog der Formd (2.) im {. 74* und der Formel (2.) im 
f. 79. Um die i>ei dieser Zrosammensetzang möglioiien Reduotionen iiCMer 
fiberseben zu können, eliiiuniren wir ans der zuletst genanntea Formel 
den eiliptisoben Quadranten E'. Da tmAt L^eiub'^t Satse im f. 76. ist« 

jene Formel in 

lm(U'\-2HiK') » Im«+l^^-.;|^)(a«+ft»iÄ:0+Iog(j:— 1)"), 

oder, der Umformung am SdUuase des f. 79. gemSis, 

Im(«+2nlÄ:0-5|(t<+2»ttÄ0'+j^«+2«»K7 

« Ittü-gf •^+4^j^.«'+log(-^lA 
Setzt nun hierin m^2mK fnr tf> so eitsteht 

Im (i«+2«Ä+2jitÄ0 — 5I (ii+2«iJS:+2miS:0' + ^ (u+QmK-^2niKy 

« Im(ii+2«JK)-.^(»+2«JB[)'+ ||g (i»+2«JC)'+log(-lA 
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Da aber naoh {.74. Iin(«+2m)Jr— ^(«+2mJr)':=: Im«— ^i^ bt, 
so erhSIt roan» wean man der Kurze wegen for den Augenbliek sdzt: 

IT SS Im ti — ^. IC* and 

durch £e Substitution des aagegd>enen Wertbes die Gleidiang 
'^-'^+f^(«+2«^+2«i£0'-4^(«+2ml)«-log((-l>') « a 
Durch Entwicklung findet man («4-2fll£-f SntiTO*— («4-2»ir)* 

2nlX'(2ti+4ifijr+2i»tJrO b 2fl>J'(2tf+2iii^+2ntJrO+4n«IJrir'| 
and wird dieser Werdi substituirt, so, verwandelt sich die voi^e Glei« 
«bong in 

17'— r+~(2«+2mJr4.2«»rO+ff»n5ri--log(— 1)« =s 0. 

Da nun aber 

(«+2mJr+2ntJrO'— tf'a(2«+2mJr+2fi(irO(2mir+2ii»XO 
n^ so kann die Gleichung audi also dargestellt werden) 

*^'-*^+4XöJ:^;?7^««+2«^+2«^0'--«')+iog((-ir'^)=o, 

wenn man zugleich bedenkt ^ dab miiTtss +Iog(-^l)'^ ist« Setzt man 
noch auikerdem fi = — , und für O und U' die M''erthe, so hat man endliiA 

1. lm(«+2«r+2iMZ0 + (^2ÄÖirÄ+4^KÖ""ÄA 2 • 

Ist nun m eine beliebige ganze SSahl^ aber n eine gerade Zahl^ oder ist 
n eine beliebige ganze ZMp aber m eine ungerade ZSahl^ so ist in jedem 
dieser beiden Falle Iog((~l)''^^^>)=:Iog(-f l)aO^ und der bewiesenen 

Formet gemSÜs bleibt also der Ausdruck lmii-^( ^^ kX2ik'] — Jc)*T' 

QogeSndert^ wenn darin u^2mX'{-2niK^ für u gesetzt wird^ oder 
also u um 2mX+2niK^ beliebig oft rermebrt oder auch vermbdert 

wird| sofern nur das Terbfiltnifii /x^s — unverändert bleSkt« Der Aus« 

drack ist iosofem periodisch und der Umfang einer jeden Periode 2iiK^ 
2iK', da 2mK+2niK' :ssn(7iKK + 2i£') ist. 
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Setzt num fiir f4 dea Wertfa — iii dar Ebrmel wieder an die Stelle^ 
und aohreibt nmn ISr 

Cu-h2mir+2^<K0«-tt> ^j^^ (2ll + 2lllj:+2lllÄ0(lllJir+lllÄ), 

so rerwandelt sieh die Formd in 

= lmii—log((— l)-*«-^^), 

oder aubh 

2. lfn(ff+2iiifi:4-2fiiX:0 « 

Setat man in dieser Formel n=^0, so erhält man die Gleichuag (2.) des 
f • 74. i setzt man aber ni sa U, so erbStt man die Gleichung (2.) des §. 79« 

1 ik 

Zarückfiikniiig der ModBlar-Logarithmis mit im Moinla *t* uui — auf eben solche 

Fonetieoea bU dem Modal Ar« 

Im §. 88. wurde gefunden el {ku, y) s l!i=i^. Wird diese Glei- 
chung mit kdu multipUcirt und so integrirt^ dab für ti = beide Seiten 
der Gleichung Tcrschwinden^ so erhfilt man auf der Stelle die einfache 
Gleichung 

Setzen wir m dieser Pormul Ar ii gleich dem Moduhir« Quadranten h{K^iK!) 
fiir deo Modul -r» ^ rerwandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seite in 

K 

lm(g~ 1 JCO- y» ^^"l'^T . , 
Sttbstituiren irfr Wer in lm(K— lÄ) es ^^+1^'^'-''^ ^ j^g j/^ ^EK'a 

(ttaoh f. 75;), und — i— j- — i- =3 5 tK^KX*, so «iurifeo 

wir sdion 

aJs Atuiruck de$ Werthes^ in taekken ImK ^ierßeki, wmm -^ statt dts 
Moduls k gesetzt wird. 
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Wir leiten diMen Atisdrnck^ welchen wir mit 9. bezeichnen ^ noch 
auf ei oe andere Art her« Nach f. 73« Formel (7.) i^t hn JC= -^ •{- log ^^^ 
und dieser Ausdruck mu£s in ^ fibei^eheq^ wenn man substituirt: 
~ fSr K ^-*^'>g+^'C^-^V gO für E (nach $. 68,) und *(JK-tKO i«r -K. 
Wird diene Suiistitotion ausgeführt^ ao erhält man : 

— log /f. 
Der reelle Theil dieses Ausdrucks^ welchen wir mit A betsmchneiiy ist 

Er stimmt schon mit dem reellen Theile des Ausdrucks (2») 8bertfn# 
Setwn wir ferner 

p = KiE'-^k'K') und y = JC'(JB-&'»Ä), 
so ist 

Wenn man aber p und q addirt^ so einhält man 

nach $• 76»; also ist ^~y = ^ar — 2q; und wird dieser Werth substituirt^ 
so erhält man: 

jtt=^ + ^'— ff--5i oder St^A^qi, 

und dieser Ausdruck ist mit (2») einerleif wenn mkn mir noch fSr A und 
y ihre Bedeutungen an die Stelle setzt« 

Um nun auch den Modular-Logarithmen^ fan(A:^ii^ ^ mit dem Mo« 

dul ^ auf den Modul k zuriickzufiihren , haben wir die Gleiehung 

d(*'ti,i^) =5ii^ ^±L=J^2L^ des §.«»• mitft'si m muhn 

ptidreny und so zu integriren^ dafs das Integral auf beiden Satten fSr ti sm 
rerschwindet» Dadurch erbalten wir den einfadien Ausdruck 

3. Im (ik'if, p) c3 Imti+logdnif. 

ik 

Der Modulisr-Logarithme des Quadranten iur den Modul p- ist abo ImJST 
4-logÄ' oder auch 
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Achter Abschnitt» 

Zoiamtiaibasg unter clen eUiptisehfn FanctfoneB der AigomMte u^ ^u w^A v ^ ^^^ 

Moduln k und 2 det §• 51. 

Es ist nach $• 5L dn^t^ss iTP^ yl^dnu » ^^ ^'^ f»52« dnr «s 

i!^ij±^, oder endlich umgekehrt dniif«.^il^5f^^ nach f. 53. Von 

jeder dieser drd Formehi kann man ausgehen ^ wenn man die gedachte 
Rdation zwischen den Modular« Integralen der Argumente und « (oder 
^u) mit den Modufai X und k, welche durch die Gleichungen (!•) und 
(2») des $• 51« mit einander verbunden aind^ herleiten will» Wir gehen 
Ton der letzten Formel aus^ weil sie am einfadisten sum Ziele (iihrty und 
besiehen also £e Function elv auf den Modul K^ die Function ein und 
el (^ n) aber auf den Modul k. Durch Quadrirung erbalten wir 

tfn ltt a irna^ ' 

oder da K.'oii*f = dn'9— »A." isf, die wenig verSoderte Formel 

Da nun aber nach $.51o uzx{i^K).Vp also auch -^s(l-f \)^-^ ist« 

so verwandelt sich jene Gleichung^ wenn «e hiermit multiplicirt und dann 
integrirt wird^ sogleich in die folgende: 

ei-f-M CS > . ' ^x\ 
oder 

1 o -.!!•# ~ 2.dt; +2Xsftty->y*>tr 
*• Z.eii^U s=s ^ V ^ • 

Aus dieser B.elation leiten wir einen Ausdruck von dti selbst doreh elff 
her. Da nämlich nadb f « 69« 

2,el(ii«) = elu+(l~dni#)V'r^, oder umgekehrt, 

elu « 2.el(iii)-(l-dnii)i/i^ 

ist^ so brauchen wir in den Ausdruck (l~dnti)V ^ 7^" nur die Modular^ 
Functionen des Argumentes 9 einzuführen« £s ist aber nach {• 53« 



cnvdov (l-**2).eat; dar 

Cntl SS ij- ■ ■ SS ^ ^111 ; 
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ferner ist ^«^^^i+IÄ^ •*»^^~^"^ = l+X^S?iT;^ "«^^ 

Süll sss ; r\ -r— I also -— — SBB ^-r-^.anir. 

Da nun aber (l>-dnti)>y tljl^|| g= ■ mJ'^ C*—^^) "^d also 
st^shI^— -7^-r«snP€nii ist so erhalt man diirdh die Siibstitotton die- 
aes Werthes; 

eiif sss 1^ I a Oder 

I« s j:pj • 

Wü kehren mm sudi nodi die Formdn .($•) und (3») um« Der ersten 
gemab ist; 

(l+X).el(iii) + ^— ^•n» «= elfc 

Daeber 1+X.=»i:p>, ^"«=(4^ und r=^i±^.«, also ^« 

ilfP «nd Xsnr = V^^ Ki+sni « rfy Vrf^ «^ «> TW^wandelt 
«oh diese Formel in 



3. et r 



^••'(f)+''—'i/feS 



Kehren wir auch die erste der Gleichungen (20 um, so liaben wir sunficbst 

i3:i.eIii + -=^— A.sn»cntf « ein* 

Da aber A.sn r a= ^ £~ J^^J" ist^ so reducirt sich der Ausdruck auf 

4e elr« jqpp = j^pj , 

Die vorstehenden vier Gleichungen drSdien nun den Zusammeufaaog swi« 
sehen den Modular «^Integralen eltf^ el(ifi) und elt% wovon sich die bei- 
den ersten auf den Modul k besiehen^ das letzte aber auf den Modul h 
beziehti aufs vollständigste aus« 

Zusatz« Da sich in der Formel (3.) die Function el(|«) auf das 
Argument ^u^ die Modular- Function dn ti aber auf das Argument n selbst 
bezieht, so mufs die Formel noch ge&ndert werden« Nach {« 32. a« ist 

Grelles Jonraal d. M. Bd. XVIII. Hft. 4. 44 
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aber, wenn man daselbst 2««« aetet,* 1^"-^ g —'-' *'' ' " "** ^f ] daher 
Terwandelt sich die Formel aogleidi io 

83. 

Rdadon twischea tVu und tVv^ wani u, v, und die Modolo X/ and A' tlieseibeii sind wie 

im §.Sl. 

Die frier . Formela des f« 82« beziehen sieh auf einen Zusammen* 
hang zwischen den beiden Moduln K und k und den conjugirten K^ und 
k', welcher duroh die vier Gieiohnngen (1.) des f« 51. ausgedruckt wird« 
Nadi $. 54, darf mau aber gleichseitig \* Tm k, \ für K', k' Tut K and k 
Cur V setzen, ohne dafii jene Gleichungen* dadurch geändert wurden« Neh* 



men wir auch dieselbe Teranderung mit der Gleichung r=s— ^^.v oder 



u^ ({-\-K)v vor, setzen wir aber gleichzeitig r f iir li, damit die Function 
neu von v sich demnächst auf den Modul V beziehen und bezeichnen 
ffir den dadurch geänderten Wertfa des früheren v mit x, so verwandelt 

sich die Gleichung €? = ———.« in a?=;— ^ .r, und| da (t-|"A.Jr ss u ist, 

so ist X =s 1^ IIa Man darf daher in den vorstehenden vier Gleichungen 
gleichzeitig K' (ur kj K für k'j k fdr }^ k für A.'^ v lur ti und |ti Tdr 9 
setzen^ wenn dieselben Aendernngen auefa gleiehneitig mit allen Foi'nieln 
im §a5I#9 §a52« und $«53. vorgenommen werden« Setzt man 2v Vit u, 
so mufs man ii für ü setzen y da das Terhältnifs zwischen u und v oon« 
stant ist« Macht man z. B« in der Gleichung (3.) des §« 82* die angezeigt 
ten Abänderungen^ lo verwandelt sie sich sofort in 

—^ , . 



fVu SS 



l + i 



oder, weil nach $.'32aa« r fX^iSTj;) == ^' to' r snc' ist. in die folgende: 

1. el u = ^-^ ^^.jj , 

Die Gleichungen des %. 52« verwandeln sich aber in 
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2. < dn'ii 



1 — A * 



« /-- (l + A;to't; 8ia2am'ü 

Bs wird aber nicht nnsweckmSfsig 8eio^ wenn wir die Richtigkeit dietier 
Gleiobungen durch die ausgefahrte Rechnung nacbweisem Es i»t ^ ^? ' ■- 

(nach i.^2. Formel 7.)* Diflerenziiren wir also die Gl6iohiing(l«)| to he- 
koiDK.«. Wir Äu.dn"« = a,(»'t-.+t>--i.'-»+W.v^ 

(i'^h)^dr, so Terwandelt sich diese Gleichung in der That in dn^if=s 

(dn't;+din?i;)« .^ ^ . dn'f;4-dne^v , . j i. . ..^ * » 

(14, A)* ^°^' qp*^~ iXz — ' welche gerade die dntte ron den 
Gleichungen (2») ht| und woraus die übrigen folgen« 

4 I 3L 

Die Gleichungen r « -y^^* <^^ oder u s (1 -f ^) t^/ wie auch die Mo» 

dular-.CHeiohungen \«1^, 7,/ — ^^'^ *' = r^ «"^^ * — fS ""'' 
wieder dieselben,, wie vorhin» 

§«84* 

Fuifachcfl TerfWbren der Berfdmiattg der eni)iliechen Q«adraiiteii S md JP sas deaMibta 
Hodiilar-ZaMea« lieldie sor Beredmeng des Qnftdrauteu K dieaea. 

Beseiehnen wir den Modular « Quadranten fiv den verkleinerten Mo« 
dul K<^k mit K^ und den elliptischen Quadranten fSr dben diesen Modul 
mit Ej, , und setzen wir ,in der Gl^hung (2.) des $• 82« das Argument 
rssiJKi, also u=:Kf so verwandelt sich die Function eltr ui £f und el9 
in El ; daher haben • wir die Gleichung 

ß^ ^^i^y^^^i nnd noch auberdem K={\ +\)-Ä|. 
Diridirt man jene Gleichung durch diese, so entsteht 

44* 
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Wird du Yerfabren der YerkMnerai^ des Modab wiederholt^ so werde» 
die Gröfsen E, Ei, E^, E^ etc. immer grS&er und Dfihem sich der 
Grenze \it. Eben so werden ^Grfilsen JK^ K^p Ki, K^ etc. immer k{ei* 
ner^ und auch sie nfihern sich der Grenze ix. Setzen wir daher 

l=l-|; '.«1-^1 ^=l-^J ^==*-^ ^^r 

so nahem sich die GrS&en tj hy t2p i^y t^ etc«^ welche durch fartgesetzte 
Verkleinerung des Moduls entstehen j sehr rasch der Grenze Null* FSh» 
ren wir t und ^ in die obige GMchung ein^ so wird sie 

oder 

/(l+K)»«=2/, + (l+X)H^^'*~2, undabo /(l+\y«i2/,+2?U 
Setzen wir nun^ wie in f. SS«^ Ä. s ki und wenden wir nl>erhaupt 
dieselbe Bezeichnung, wie am angeflibrten Orte an, so ist l-fA-sss 

7^ = .^ = — und X-^^ü-s^ZIÜj folglich ist 

/^m' SS 2.fx<o»t+^i(^**^)« 
Addiren wir aber die Gldchungen 

^m\.ii =s 4mJ*/2 + 2(mx — n^n^s 
4m; «^ s 8m;./9 + 4(m2— nO^f 

u« s« w», 

so entst^t der Ausdruck 

m\t SS 2'^'^^m;i4.|./H.i + (^--n)mx+2(efi--ii0«i,+4(m,--»fi0ni, 

+ 8(1113—113)1114 • • • • + 2''«(m,— • !!,.)• m^t» 

Nimmt man nun r grob genug, oder e^entlich unendlich grob, so bt 
tr^^ =s 0, und man erhült^ da auch m^:ss 1 bt, die sehr rasdi eonvergf* 
rende Reihe 

U * sa (m~n)mi+2(mi— iii)mj + 4(mar-ii,)m,+8(ii^i~ii,)«i 

+ 16(m4— Ii4)m4+ etc. 

Ist nach dieser Formel t berechnet, so bat man, da -g*^" t^^t hkf 

und da nach Li^mdre** TlMoreiiie £r^2££''^^~£ ^' ^ '^^ """* 
auch nooh 
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in welcher Formel wieder i) dieselbe Bedeutoog haty wie* im {«SS«, der 
Quadrant K^ aber nadi der Formel (3«) des $• 57. za bOTechneQ ist. 

Anmerkoog» Es ist zwar streng genommen ^,^i nur dann sssO^ 
wenn r unendlich ist; aber bei anem Torgesohriebenan Grade der Genauig« 

keit| welchem gemäls der unTermeifllicbe Fehler ^ j^ sein sdll^ fat schon 

is hinlänglich genau »bsO^ zumal da^ wie wir voraussetzen ^ der Modul 
k^ünlTT ist« Sind die beiden Bfodular* Quadranten K und Kf bereits 
beredmety so geht die Berechnung von E und E^ aus denselben Modular«« 
Zahlen sehr bequem von Statten« 

ZirtiCer Beweis der Foimel Y +TKr "*" * *^ iKK^ * 

Setzen wir in den Formeln des f. 83« das Argument d = JC[ 9 Ao 
SDx/v^=iOf so wird sn^fissO oder u^s^2K\ und da us^(l"{'K)v ist^soist 

und da sieh die Formel (1.) des f • 83» nun verwandelt m 7E'ssi — '^^' ■ f 
so erhalten wir also durch die Division: 

Da ferner nach $•84» t(i +\y ssa 2.ii + 2K ist| so erhalten wir^ wenn 
diese Gleichung von der vorigen subtrahirt wird| 

Setzen wir nun zur Abkürzung 

80 ist jene Gleichung 3 

Setzen wir nun wieder A.ss jb^, wie im $. 55.» und also l + \ =s 

eben so ist 

2Äi-»iJ = 2'm;eÄ2 5 2^Ä2.m»=2^mJ.Ä3, 2^^3.111; =» 2lm* .Ä u.8. w. 
Werden diese Gleichungen mit einander mu1tiplicirt| so entsteht 

^«m^ SÄ 2''»m^«^,.« 
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Isl nun aber r giols gemigi witk ^ir s;;-^; ferner ist ^^^^==^7 + ;^^ — ^^ 
und *^ X" i^~ *^ *""* iP;«l, alw Ä^ »:^ wird.eo kk 
S[ = 2'.^f?^-~^«^-r-^. Da aber ftudi nach $• S7^ 2^^=:|? 



erhalten wir durobdtoSubstituHon dieses Werthesi ^*^4r*X' ^^^ 



aueh X=^ YWW^ ^* bewiesen werden 



Zusatz zu $.85«9 zu f. 84« und f • 59# Die Grobe 2^.mr kann 
leicht unmittelbar duroh die auf einander folgenden immer kleiner wer* 
dcnden Moduln k, ki, kz^ k^s ki etc. ausgedrookt werden. Es ist c^enbar 



für = mti^.ia^. fLi ,,., --^^1 oder aueh 



.1. r.m, «(i+ÄO(i+*;)(t+*;)....(i+A'^,). 

Ferner ht 1+*'= --^ und t+*,».^^, aUo l + A'«^; eben 

so ist 1 4- ft'^ s= ^p^ ^ u, 8. w. Daher erhalten wir dunsh di^ Sabsiftuliea 
dieser Wertbe: 



k k, Jc^ k 



^'■•'*' = v^- v^-?7: ••;• v^ ^^* *>* 

dS» ^ «m^ ^s — • V ^Ä| Äj Äj A4 • • • « »i^r/« « 

Wir benutzen diese Formel noch zur Umformung der Formet (K) im %• 84» 
Erheben wir dieselbe zum Quadrate^ lo eilialten wir, naoh FortBobaiung 
d^ Nenners: 

« 4^m,**; = 4*^ (»?—«;*;') =rii 4^(iii;~ii;) = 4^2(m,--n.).ai,+,, 
und also rückwärts : 

2^ fnk _.4tN «H — • k^k^k ^ ... nk^ 
C^r— »r;-«a,.+4 = — — ^i • 

\lird dieser Wertb in der Rdhe (!•) des $.84. benutzt, so TerwandeK 
iie sich in 



aueh 



3 a ^* fi _t^i -L. *i*t r ^1 *y *t I *t *t ^'ü ^4 I . ^1 *>*» *< ^» I ^M^ \ 
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Ist der Modiil k selbst schon sehr kleio, so hat omii also iiMie fu ngi w eieo 
t = ^ oder / = y- + ^ j «. s^ w. Ferner ist 1 + 4' == ipl, 1 + h\ 

s= =^, 1+A; = =^ u. 8. w. Weiden diese Werthe m der For- 
inel (K) substitof rt 9 so verwandelt sie sich io 

^ yrv y*; vx ^^^^,2 _ v-*' 



oder dt mr.ibras n, ist; ui den /kosdniok 

*i *i • ^'8 • ^A • • • • %J^ 

woraiis, wenn r uoeadliob genommeo wird^ folgt : 

INe Faotoren im Nenner nShern sieh sehr ratoh der Grenze Ems# 

Nach §0 59. ist 5, a !2r=LZL'!^^ und 

nach Formel (2.) verwandelt sieh dieser Ausdmefc in 
Dt femer 

np- v^(i-*^r)»r(i+*;..i) '^ «^l+cr ^ 

iMch 1* Sl« ist, so ist also 

6* Sr 5==* ^^(^|Ä2/tj..ooA;).Sn«re 

Brsle Art der Berechaang Toa du and d^v aos aaiu and am'ii in Anweadaag daraelbea 

Mbdalar*ZabltB, welche tut Berechiuing ?on 9 oder K dienea« 

bi def BVnmel 01«== ^'""-^^ff^"^"'" bt «<tr und aiHih 

A.<'^r Verbinden wir diese Gleichung (2.) des f. 82. mit der Giciobong 

7-(l4-^)^»2.'3p^— \^9 so werden wir diese Oleiohung wvor mit der 

Gieiehung uss (i-\»K}v moltiplioireii müssen« um dm Arjgument T^'^e zu 
eUminvren und auoh den gteicbon Nenner 1 + A. au erhalten. Es ist 



mar»'*» 



x»=' — iin 
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«nd wird diese Gleiobiiiig Wim der obigen tubirabirt^ so eTfaaltim wh 

Setzen wir in dieser GleiehoDg mm k'^^ md K ss ki also A:^ s=s ^ ; 

tenwv esi^ct und wenden wir nberhaupt dieselbe Bezeiobnungi wie im 
$• 55» I $. 58« und $.84« an ^ so haben wir die Gleiehung 

Eben so ist 

2mi(elifi«-^iii) Ä 4m2(elti2~^tf^) + 2(fliA~ni)on«isnir2> 

4m2(eliii-— ^[^ifa) = 8m3(elt^— ^«!|)4-4(ni2 — Ii2)enti2sni^ 

a# s# w* 

Werni man diese Gletdmngen addirt t so erh8lt man, da m ss 1 istt 

du— -^«aB; 2^ln|.(eIllr-^^ll,) + (^'-*^)^^>Q^l+2(^A*-*^<^<^iSnll2 

+4(m2— n2)on«2sntij..*/4'2'^^(«»r-i — n^cnn^^snii^. 
Wird nun r immer mehr TergrSlsertj so nfihert stob k^ der Grense Null. 

abo elUr der Grenze u^ und abo ein,.— -^u^ der Grenze Null, da JEf, «b 

jKr«=i^ wird« Daher haben wir die Rdha 

al tf es ^ ti 4- (fii-^n) on tf sn tii + 3 (^i*---'A|) en if 1 sn tta + 4* (m2~ 1I2) cn fi2 sn 1% 

4* 8(iÜ3 — 113) onus snti« 4" ^t^«f 
welche sehr rasoh eonFergirt« bt an^ ss n, ss j) geworden, so ist auch das 
GUedy in welchem mr-^rir als Factor vorkommt, gleich Null, und da wir 
uns den Kodol k als <CsiR|r vorstetten, so ist In gewöhnlichen Rech« 
nungen schon m«—- 1I4 hinlänglidi genau s=0# Setzen wir nun, wie im 

(•58,, wieder dniis — , dni/iss — ^1 so ist snHiCa— -^snif> oder 

(7Ä — n) on tt sn «» = (~qr2 '^^' "" '**^) » 
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da aber «ueh nach %. 58. A! ss^i^.muix, also A? /^"*^^'""'^^ 
-s ^^(A'^»^) iBt, 80 erhalten wir 

(m — n;enusn«i == ^i*y j^-jj^p- • 

In ahnlicAer Weise kSonen audi die obrigen Glieder darge»tellt werden, 
und es ist also 

4. 4A3. !/ ('"«"- A,)(A,~n,) _j, 8^^. j/(«uzAH^iZZ!Ii) + et«. 



iftf ifi^ * nig f^ ^ 



Die IQ dieser Reihe Torkommeiidea GrBlsen /^ Ai, Ar, A) ete« sind 
sammt den Modular-ZaUen dieselbeoi welche dem $• 58« gem&is auch zur 

BerecfanuDg von u aus amic ss ^ di^ien. Das YerfafiknÜs -t^ ^= 1 — / mvSs 

oadb $• 84. berechnet werden« Durch die in einer geometrischen Pro« 
gression stehenden CoeCficienten 1, 2^ 4, 8| 16 eto* wird die Conver« 
genz wen^ oder gar nicht verringert^ sie bewirken höchstens einen 
Fehler in der letzten Dedmalziffer des Resultates, welchen man dadurch, 
dafii man eine Dedmalziffer mehr berechnet , leicht und sicher vermei- 
den kann« 

Zusatz« Setzt man in den vorhin gefundenen Formeln tri fnr ii^ 
also auch t^t fSr ii|, iisi für ti,, u^i für u^ eto« und setzt man A ss 
/^(l+A^tn'^fi), so verwandelt sich A ss /'(m^cn^n+^'W«) m A ss 

ir(m»^i.>«i^t^) ^^ ^^ ^ ^^^ .^ ^_^ ^^^ j.^ || = Ä', A = i. 

Nun ist A nicht mehr zwischen den Grenzen m und n enthalten, sondern 
es ist immer A>n und also A—s positiv; aber m— A ist negativ« Die 
vorige Reihe verwandelt sich nun also in 

&u *= |ti+A.i/ <^-'"^^^-"^ +2A,l/ ^^>-'"->^^'- ^^ + etc. 

Da aber ü^u^ssu-^-ta^nia^u — ^Ciis=:ii-|-Asn'« — &u ist, so erhalten 
wir nun, wenn am^tf s=s \^ gesetzt wird, und also A = ^(1 'jr^^^^^4^)f 
fiir el'n die folgende Reihe: 

_4A.. l/ (A. — ■.) ' A.— .) _8 A ■/(A,-m.)(A.-,.,)_^^ 

Cf«Ile> ionrntü d. M. Bd. XVUI. H(L 4. 45 



I 
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Die bferin rorkommenJen Grofsen Iiabeo dieselben Bedeutiiogen, wie 
im Zusatse zu §• 58.; die daselbst aDgegebenen Formeln dienen auch 

sur Berechnung des Argumentes u aus am'ti = N^^ und 1 — -^ ist nur 

noch nach $• 85« zu berechnen. Diese Formel ist anzuwenden^ wenn der 
Modul kf^sinlyf ist^ weil dann kK^^inlyr ist« 

$. 87. 

Erste All der Berediuuiig ^on lau ssd tm'u siia toDu und aui'u 

Nach $.86. ist 

Jx 

Ferner ist nach §. 5L sut; == sn i/i =ä ^-^^^ — ^ und also das Glied 

^ * 14-djiu da 

Werden in gleicher Weise auch die folgenden Glieder umgeformt | so 
erhält man 

elti = ^u — m. — SA-ZC L_2mx. V^- — ~ + etc. 

Da aber, wie im §. 57,, ti = — = ~= — =ctc. und also auch 

iWj m^ nij 

00= — ^ = — i == — ^» SS — i =s etc. ist, 

SO findet man, wenn man jene Gleichung mit diesen multiplicirt und in« 
tegrirt, auf der Stelle 

wenn die Constante so bestimmt wird, dab das Integral far iissO ver« 
schwindet. Wird die Bezeichnung des $• 58. eingeführt^ so ist 

Es convergirt diese Reihe sehr rasah und die Rechnung nach ihr ist sehr 
bequem, vorausgesetzt, dals auch das Argument n in ihr aus amii = vP 
nach den Formeln des $• 58. berechnet wird. 

Zusatz. Wir leiten sogleich noch eine Reihe cur Berechnung ron 
Im'fi^her, wenn am'fiss^ gegeben ist und die Nodular • Zahlen ^ welche 



und, da Im' w = Im (ni) + ^' + log ~- ist, 
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zur Berechnung von ^ oder K dienen, wieder gebraucht werden solleii» 
Setzen wir A e= /"( 1 -|. i^ tang^ \^) und setzen ui für u, wodureh die Be* 
dcutungen von A, Aj» A^, A3 etc. geändert werden, während die Art 
ihrer Berechnung dieselbe bleibt, so erhalten wir sofort 

— 8log2iii_^ _ IGIog ü^i^-etc. 
Auch diese Reihe con^ergirt desto rascher, je griilser der Modul k^ ist« 

$. 88. 

Zweite Arl der Berechoonj; fou elu pnd eVu sos lusu and tm'iu 

Setzt man in der Gleichung 2.el | ti = 2.eli^-f 2A8Bii^-A^«ii ^^ ^^ 

auch in der Gleichung tis=:(t + A)t' für u an dessen Stelle 2ti, wie auch 
im §• 59« geschehen ist, so werden diese Gleichungen^ 

2el« = ^:iliir.2^21«iLü und 2«=(1+Mr. 

Ferner ist 

-|(l+^)' = 2.A_x'* und also 2. | « = (2.|ir-^.'»r):(l + ^). 

Wird diesa Gleichung \ron der obigen subtrahirt, so entsteht 

ein — — tt — ^ 



Setzen wir nun K^=:ki, ferner r=:=«i, und wenden überhaupt 4iie Be* 
Zeichnung des «• 59, an, so ist A. s= — ^ und l-f-X=s— 1~ = — , also 

^^-^JTJ!, „ad folglich 

«i(elii — ^ m) = «j (ei«!-— jf-' t^) 4- ^^^Mi«ii od«r aHoh 

»i(eltt— ^ w) = «i(el«— ^tt,) 4- ^j. 

Aus dieser eiafacben Gldohung sohlieCst man auf ilinliohe Art, wie im 
$.86*, dab ein— ^««*i+^,+i'. + ^»+«tc., also 

45* 
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ist, wenn die Grofsen i^ , ^2 1 ^j y ^4 eto. nach den Formeln (3.) des $• 59# 
berechnet werden« Diese Formel ist sehr bequem, wenn man das Argu- 
ment u nach Formel (4.) oder (5.) im §• 59. berechnet« 

Zusatz. Setzt man ui fSr u, wie im Zusätze zu §• 59«| so er- 
hält man die Formel 

wenn man den in ihr vorkomraenden Grölsen dieselben Bedeutungen giebt^ 
welche sie im Zusatee zu §• 59. haben* Das Argument u wird man aus 
am'tf as ^ nun ebenfalls nach den Formeln (9.) oder (10.) am angefShr» 
ten Orte berechnen« Die C^onrergenz dieser Formel fSr el'n ist desto 
grolseri je grölser der Modul kf von el^if ist« 

§« 89« 

Zwfite Art der Berechnong tos Imu lad Wii ans aa» m&i hm'u. 
Nach §• 88. ist 

Da aber nach %. 59. sn tfi =? (1 +^0 sntisnoir ist^ so kann diese Reihe auoh 
also dargestellt werden: 

ein — _tt^._.-_j__ .f. — , — _ — ^—. — _ — ^eto. 

1 m 

Da nun fismer n = r-rr, t^i > also ti es -^ — Ui ist« so ist 

1 -J-ÜC «!frllt£ 



M "l Wj Wf 



0tO« 



Mi 2iir| 4iii} oiiig 

und also auoh 



Wird die vorige Reihe hiermit multiplicirt und dann integrirti so entsteht 
lmu=|.|^ + iIog;il+iIogjl-+ilogjjl^ + etc., 

oder auch mit Benutzung der Grölsen V ^ V^ , V, , V, eto« des §« 59« die 
Reihe 

lm« = |.^ + Jlog;^+ilog^ + llog^ + ,V!og^+ete^ 

Zusatz« Setzt man^ wie im Zusätze zu $«59«, in der vorigen 
Reihe ui Vwt u und benutzt die Formel (0») des $• 72#| so erhält man 
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noob auf der Stelle die Reihe 

in wiAcher die Grofiien V, V^^ V^ ete« dieselben Bedeutungen haben, wie 
im Zusätze zu $• 59., und in ureloher das Argument u aus am^ii s=v^ 
naeh der Formel (9*)) oder auch Formel (lO.) im angeführten Zusätze^ 
SU bereehnen ist« Die Convergenz dieser Reihe ist desto rascher^ je grö« 
Iser der Modul V von Im' ii ist. 

Neunter Absohnitt« 

%. 90. 

INffinreBml-GIeicboogen der ersten Ordmnig fSr die GrölseB ar(;am(^) = if, ^u^ K ond K 

bei einer Aesdemug des Modub k. 

Die Functionen arg am ((p) und elfi=:elam((P) können beide alsFunc« 
tionen der Amplitude (P, aber auch beide als Functionen des Modub k an* 
gesehen werden. Eb lassen sich also auch Differenzial- Gleichungen unter 
der Voraussetzung, dafii die AmpUtude (p unveränderlich^ der Modul k hin« 
gegen veränderlich sei, entwickeln. Setzen wir zur Abkürzung A =s 
/"(l — ^ sin^(P) und ti ss arg am(^)^ ferner ein =: el am(^) s 9, so ist 

u =^^-^- «wJ ^ ssJ'^A.dp^ und also 

weil (P und X: ganz unabhängig von einander sind. Das Differeazial von 
/*(! — A^sin'^), unter Voraussetzung der Veränderlichkeit von k, ist 

— kdk.m^ff 1 

aA _ — IreiVy — Jfc<8in«y _ A^ — i f • •. i, 

0A 1/a 1\ ji j ^VS/ dA AI . 
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Werden diese Wrrthe substituirt, 80 erhalten wir zunächst 

du Jl_ r* §iV *, /** ^9 

dk "" k Vo A» k Vo A » 

dk" k Vo °^'^ T'J^ A • 

• _ 

Die vier m diesen Formeln vorkonunenden Integrale verwandeln siefa^ da 
^7= am« und also d<p = dnu, dti^ folglich ^s=:dii ist^ sofort in 

du 1 f^ ^" . ,y^ ^^^ X "^ 

Wird die Formel (3.) des §. 64» benutzt, so ist 

OK 

Stellt man diese Gleichungen wie folgt dar: 

2* ü = A:'* (fi4-Ä.^) + Ar^sniisncii=- elu; 

so dient die erste dazu, um aus einem analytischen Ausdrucke von el<r 
oder V durch & den analytischen Ausdruck von fi=:argam(^) herzuteiten« 
Die zweite Gleichung zeigt dagegen , wie aus einem analytischen Aus- 
dnKke von ti;=argam((p) der analytische Ausdruck von vxzelu herzu« 
leiten sei. Setzen wir (pssz^yr, also ussK und p^=E^ so verwandeln 
sich diese Gleichungen iu 

O« Im. SS ML^^^k •'irr $ 

4. E = *"(«:+ A.|f). 

I. Ol. 

DiffercBml •GteichonfCt im sweitei Ordaung' für die AMip{,igkei( der GrSfte* « aar; an (9) 

nod elaiii(^) tooi Modul k» 

Der Gleichung (2.) im §. 90. gemäfe ist 
also 

a. a(^'.+(*->',.|;+J:lü ;p^) 

5»*= 5J 
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Werden diese beiden Werthe in der Gleichung (L) des $• 90. 8ui>8tiiuirf| 
1^0 wird sie 

i./a^- I /? iuy\ 3m I fc*sioacof€p \ ~^ ^Wk^ A / 
»=*^+(*-*)-?jfc + ^-^ ^ ^ 

Transportirt man das Glied k^Uj^ so ist die Gleichung durch k theilbar^ 
und also 

Diese Gleichung) welche nur noch die als Function von k angesehene 
Grölse u enthalt, ist ofienbar eine DiAerenziaU Gleichung der zweiten Ord« 
nung. Differenziirt man wirklich , so ist nodi eioe namhafte Reduction 
möglich« Da amtf= ^ als constant angesehen wird^ so ist auch sinipcos^ 
oDnstanty aber A veränderlich« Es ist nun aber 

also ^^ = *ttn0 008^(2 + ^); ferner ist 

Werden, diese Werthe substitnirt^ so entsteht die Gleichung 

]fc ainy cos 7 X: sin 7) cos (p 

ZS 2^~' 

LSist man die sich aufhebenden Glieder weg, so ist 

oder audr 

Nodi leiditer findet sieb die DiflPerenzial- Gleichung der swiäten Ordnung 
für die GrSfse ein, wem sie ats eine Function des Moduls k betracll* 
tet wird« 
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Nun Ht der Werth « = »-ife.|^ und || = ||-|j-*.|l; = 
^-k. -gr^ in dm Gleiohung (2.) des §. 00. eu subsHtuiren. Dadurch entsteht 

9 B (1 —*>)»-.(*— Ä').||-*'(l—*»).|lf + *'«i««ncii, also 

<*-*^)-aF+-*— öik + ^ V^ = 0, oder 

Setxeo wir in den so eben entwickelten Gleiehongen u:=K, also auofa 
^ussBf so verwandeln sie Mch in 

Zusatz« Da der Gldohnng (K) gemüls 

(*-*»). f^ + (l-3*').§|-*« + !i^ = und 

istf so kann die Gleichung (1.) auch also dargestellt werden : 

dt , dü^u 

§. 02. 

DiffereoiuiUGIeicbiingefl der ersten ond sweiten Ordoaiig tut die AUiogigkeit der GrSCwft 

II = arg an' (^) und elaiD^(^) toü dem Modal k. 

Setzen wir in der Gleichung (1.) des $. 00« for tf an dessen Stdle 
ui, so erhalten wir zunächst 

ok 

Da eher ^(uesii + tn't^adn^ti — el'ir stl + sin^//•A~e^t« ist, wenn wir 
AÄ/'(1+Ä*tang*\^) und also ■gT" = — ^-^ setzen, so Ist 

und da gin^^(^— *'*2^*^ )=^ ist, so redudrt sich die Gleichung 
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wieder auf 

Da ferner A = ^^, also ^^ s= ^a^u " **** ^ ^^^ ^® Gleichung auch 
also dargestellt werden: 

Seist man in der Gleichung (2^^) des $• 00. auch tii für if^ so wird sie 

— el'u+u+ln'wdo'si SB i»ti4.*i".|^ j.J^^, 

Da aber tn't^ dn'ii 5^7^^ = — j^ — ist, so verwanddt sich die Glei- 

ohong 10 

SubstHoIrt man deo Wertb J^'-^t welchen die Gleiebung (2.) giebt» b 
der Gldohnog (4.), so erhält man 

d'« =? 4»M— Ä*«.^+A«el'« oder 
l^u^i^eVu+kkf^^^j^t oderauob 

5. ti = eFtf + -^.-^, 

Diese Gleichung iind die vorige (4.) lassen sich audi kurzer dso herlei» 
ten. Vertauscht man in der Gleichung (1.) des %, 90* den Modul k mit 
k', so hat man 

n = el'tt~&'.^. 
Da nun aber A' + A^'rsI, also k'Bkf ts-^kBk, und also >^ = ^^ 



iitf SO erhält man durch die Sut>stitntion dieses Werthes unmittelbar 



welches die Gleichong (5«) ist« Ganz eben so tafst sich die Gleichung (4.) 
aus der Gleichung (2.) des $« 80. herleite« Setzen wir in den vorstehen« 
den beiden Gleichungen ti = K^, also el^ ii = E', so bekonunen wir noch 

6. K' = E'-^-^.y^ und 

CreOe's Journal d. AI. Bd. Will. Ha. 4. 46 
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7. E' =i k\K'—kk*\~, woran« leicht folgt 

Wenn wir in der Gleichung (h) des f. 91. för fi setzen ui, soTerwandett 
sie sich sofort io 

und bat nun mit der Gleichung (1.) des §. 91. selbst wieder grofse Aeho« 
lidikeit. Setzen wir auch in der Gleichung (2.) des f • 91« for n an des« 
sen Stelle ui^ so yerwandelt sie sich in 

Aus dieser Gleichung lafst sich bequem eine Differenzial- Gleichung der 
zweiten Ordnung für die Differenz u — eVu herleiten. Da nämlich &u 
s=:ii — orti + tn'tidn'ii ist, so erbalten wir, wenn wir fHr den Augen- 
blick 11— el'tt=ar und A = /"(l +Ä^tang'\/^), also am'ns^A' setzen^ 

€( ti Ä 52: + sm '^. A , also -^j- ~ 51 "» Ä, • *^^ ferner 

^ VA/ _ A _ 1 . . c^erw _ a«r , smv^l^ 

Werden diese Werthe substituirt, so entsteht die Gleiohung 

alA\ d^z_,i^k^ ^* _L I ^^'s ipy/teng^^ , Jk'* sin t(/ lang» t(r 

+ tn'i«dn'«— ~ = 0. 

Die Wer letzten Glieder der Gleichung haben den Factor taog^ = tn^tf 
gemeinschaftlich« Lassen wir ihn für den Augenblick weg, so sind dieselben 

und wird der Factor tn'ti wieder beigeftigt, so haben wir die Gleichung 

Man konnte aus dieser Gleie&ung leicht eine Differenzial«Gleiohang von der 
zweiten Ordnung fnr die Grolse eVu in ihrer AbhSog^keit tod k her« 
leiten« Wir verfahren aber zu diesem Zwecke anders« Es ist ^-^kdkssB, 

k'dk\ oder a*'==~^a*, also i^«-i^.^. Differenziireo 

^ • k' ^ dk k 0k 

wir noch einmal^ ao entstellt 
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\ dk' } Jt^ B^tVu dtS'u i_ 

Ck' '^ k* ' üA» Bk *&»• 

Stelit man nun die Gleiohung (2.) des §. 91., indem man zugleich die b^ 
dea coojugirten Modul mit einander vertauscht, also dar: 

.5 \ dk' ) , Jl» BtVu . t/ sii'wro'K « 

* — IW-'^IP'-W +** « — Äi'-u- = 

und substituirt man hierin die Torhio angegebenen Differenzial • Verbalt- 
nisse, 80 erhält man 

* •— 5Ti ir*'"3i: **-5^ +ertf j-^ — = oder 

dk* k dk dk ^ du'u 

10. K .^-^^ _..__ + elll ^_ — 0. 

Setzen wir in den Gleichungen (S.)» (9«) und (10.) uz=:K\ «o haben wir noch 

11 n ib^^ -^*^ t i-3k^ 3K^ K'^a 

"• (1— '«^^ -^ikT r^'Tk ^'^ — ^* 

Zusatz. Tertauscht man auch in der Gleichung (0«) die beiden 
conjngirten Modul, so entsteht 

und durch dasselbe Verfahren, wodurch die Gleichung (10.) hergeleitet 
u^urdc, findet man auch 

Wird also t< == K gesetzt, so haben wir noch 

(1 ^k) . -^^-^^i ;^ . — jp~ + ^-Ä = 0. 

§. 93. 

Dritter Baireis der Fornel KE'-^K'E — KK'ss-^n. 
■ Die Formeln (3.) und (4.) des f. 90. und die Formdn (6.) und (7.) 
des $. 92. können auch also dargestellt werden; 

46* 
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noraiM noch folgt 

3. --^^^ = — ond — ^^^— -. — - _. 



Diese Formeln munen immer imm Differeoziiren angewandt werden^ 
wenn in einer Gleichung Modular- Quadranten oder auch eliiptisdie Qua* 
dranten vorkommen, welche als reränderlich betrachtet werden» In An* 
Wendung dieser Formeln läfit sich, was Leffenäre selbst eingesehen hat, 
das Ton ihm g^undene merkwürdige Theorem beweisen, wodurch da 
Zusammenhang unter den yier Quadranten K, K*, E und E' ausge* 
drückt wird« 

Es ist der obigen Formel gemSfil 

dk "^ k * k * "Tk" Jfc*'« "** k** » 

KBE* __ kKtC' kKE' ^ B'ßK _ EM* KM* 

ük "" *'» *'» * "^* "" **'» k • 

Durch die Addition dieser vier Glaohongen oJialt man 

K'dS+E dK'-^KdE'+S'dK d(K'E+K BO _ KK'jk*- k'*)-^BK*^t^ 
~ dk *" 5F~ kkf* • 

„ . . K'dK BK' KK' , KdK* k ■^■.,, KEf , 

Femerist -^^ = jp;— ^ and ~^^ « p^-ÄÄ-j^, also 



tk '^ " dJk *" kV* ' 

folglich ist ^^g'^+ig^)-"^^^^) ^ 0, Integrirt man abo^ so entsteht 

KE-^-KE'-^KKf ^wixisL 

Die Constante ist =3 |^t, wie am Schlüsse des $. 76. gezeigt worden bt* 

S. 94. 

Differential -GleichoDg der ersien Ördnoiig für dfla YerhiUtnirs -p-, lud Aoadrock deeielbtt 

durch eioe nach Poieüien too k forfschrelteude Reihe« 

!?.:.# ;j^^\ KBE~EdK \ k ^ k kk"+~rr* , . 
Es ist d {^—) = ^^ =s _ (nach 

$. 93.)« Dividirt man wirklich jedes Glied des Zählen» durch den Nenner K* 
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und tetztf wie ün $.84«, das TerhültnUs -7 ^^^ 1 — i» w erhält man 

3t 1,1-« (I— 0' I 1— < j 

~ jfc = ~T+-ifc kpr-+-r ®^«' 

^' — < 2(1— rt, (1--0* - , 

a« (1— 20» , <« 

Stellt man siofa die GrSlse f in eine nach Potenzen von k fortsdirM« 
tende Reihe entwickelt vor» so kann man nach der im Zusätze zu §* 85« 
gefondenen Formel schlleAen, dals des Anfangs -Glied jener Reihe ebenfolto 

t* k* 

y 8«n werde* Setzt man daher /s=y .r, so wird das Anfangs «Glied 

einer nach Potenzen von k fortschreitenden Reihe for » die Eioheit sdo. 
Ans der Gleichung 

| = y.r folgt aber jj«-g-.g;j+*r, I» s= -5- »», also ^ = -5-, 

1—2/=: l—'k^v: daher haben wir die Gleichung 

T*?X + **' Fi— +4pr **^" 

2(*-*>).|| + 4(l— *>— 4+4Ä'»)— *»»» => oder 

2(jfc— A»).|| + 4(»— 1)— Ä»e' = 0. 

Nach dieser Formel kann v ziemlich bequem in ^e nadi Potenzen ron 
k fortschreitende Reihe entwickelt werden und dann hat man 

Die Rechnitog wird noch etwas einfacher^ wenn man eine Grofse x =5 

-^ einfahrt« Dann ist rSokwSrts k=^2)/^Xj und Bkzst;^^ ako r^ss«^; 
folgliob ist 

4d?(l — 4a?)«T~ + 4(ü*-l) — 4a?r- s= 0, oder audi 






Zusatz» Setzt man r = l+aa: + äar^ + aa?'+ax*+ etc. und 
substitiiirt man diese Reihe in der gefundenen Gleichung, so hat man zur 
Bestimmung der unbekannten CoeiBcienten die folgenden Formeln: 
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2« = 1, 

3« = (4.1+2)4 

4a = (4.2 + 2)« + a', 

5a SS (4.3 + 2)a + 2a4 

6a = (4.4 + 2)a + 2aa + «-, 

7a » (4.5+2)a + 2aa + 2aa, 

8a = (4.6 + 2)a + 2aa+2aa + «^ 

9a = (4.7 + 2)a+2aa + 2a'a + 2aa 

U* 8. W« 



und aus ihnen findet sich die Reihe 

,848479 , , , 

Da nun a^^^r ^^^ ^"^ ~2~ *'^* "^ erhalten wir endlich, wenn wieder 

E=^K'-Kt und £'«^ + it'.; 
gesetzt wird (wie im $. 84.) , fSr ^ die Reihe 

•^ "" 2 '2* ' 2* "^ 2** 2** ^^ 2** ' 2*^ 

T 2*^5 T 2*"? + Ö^C» ) 

welche die Eigenthamlichkeit hat^ dab Bämmtliohe Nc«ner our Poteozen 
der Zahl 2 sind. Werden diese Poteozea berechnet^ so ist 

' ~ 2 "^16 ■*"32 '^ 2048 "*" 4096 "*" 655ä6 "** 131072 '^ 67008864 

, 848479itA^ . 
"*" 134017728 ^ 

Da 10 wirklidien Anwendungen dieser Reihe A:^^i ist, so sieht naan^ 
dab dieselbe immer ziemlich schnell convergirt. 
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§. 95. 

DiffureRitl-GWc&BBg für itm Terhildiib vsz^ — "v , ^ ~ — :, wenn a ond b ganz 

a A -J- oK' 

«ilikurliche, Ton k anabbüngige Zahlen sind» 

SedeD wir der Kurze wegen a^=: oE-^-h^K'-E^) und as= aiT+SJ^'^ 
80 ist nach $• 93« 

oder auch — k . ^ = a — cl\ und also 

öa' a^ — a 

dk — "*"• 

Femer ist a-a' = ii(Ä- je) + Ä1S', also ^^^^ = ^+|Ä(Ä'-JBO 

a=5 iTTT • a', ^^^ öl — 5T ^^F** ^^* ^*'^ Hierzu die vorige Gleichung addirtj 
so entsteht 

dk F'+Jfc^^* 

Da nun aber kj = — ^ ^ - = j-^r — ist | so setzen ww zusamtnen 









s ' 






und also ^^— ^ —-• Dividirt man also jedes Glied des 

Zählers durch a\ indem man r für — setzte so entsteht die Gleichung 

welche also für beliebige Werthe der Gro£ien a und t richtig ist« Das 
Tolbtandige Integral dieser Diflferenzial- Gleichung ist also 

_ aE+b(K' — E') 

f. 96. 

&wdhick ier Abbangigkeil «iner Fonciion der Gröfse v =: ^ S\ > .^r. to» Uodiil k imA 

aÄ + ÄÄ.' 

eine Differeniiai - Gleichung der ersten Ordanng. 

Bezeichnen a, 6, a% V vier ganz willkürUehe und also vom Uodul 
k unabhSogige Grölsen^ und setzen wir jetzt 
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5a' , ha 

also <^= 7, «> ist ll « '^^^1 t Entwiokela wir TorlSofig 

die Differenz ada' — a'5a^ so ist 

öÄ= iiöÄ+jaic' ^ (als— ii*'?JC+J*»/s:'~»JBo-i^ mJ 

Aus diesen AusMcken setzen wir zusammen aBa/ -^afda durch die 
Substitution der vorhin angegebenen Werthe; durch eine namhafte , aber 
leichte Reductioni weil sie nur im Weglassen gleicher und entgegengesetzi» 
ter Glieder bestehti findet sich 

aaa'— a'a» == (fta'— ö60Cää:' + JE'läC— ÄKO.—. 
welcher Ausdruck sich nach §«03« noch reducirt auf 

f also rSckwSrts a* » 5 J'J^^^ »tf 

Ferner ist nach $.91. (1— ^fc»). /^ 4- *""jf*' '|f~'^*^ und nach 
$. 92. M 

(1— *) — ^__ 4- -__-.._-._£: «0. 

M'ird die erste dieser beiden Gleichungen mit a und die zwnte mit 6 mul* 



Da miffi ftViAl* dff ess -n 


»aa— «o» 


A#a niUl Wer V V ^^ *■ 


a» 


so ist 




1. 


a^ = +;r 



tiplicirt^ so erhält man durch die Addition dieser beiden Gleichungen» da 

a^ss^aK'i'bKj also jT^^^'Srr ^"^•'5T **®^ 

-Tfc ^' a* "•" ^ — ^* — 

ist, noch die Gleichung 

2. (,_*').lfl + L^.^_.»a 
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Wird au» den Gleiehongen (1.) und (2.) die Grßfse a eUminirtj so erhal« 
ten wir eine DiflEerenziol« Gleichung der dritten Ordnung sum Ausdrucke 

der Abhängigkeit der Groise v == ^fxF^' ^^"^ ^^^"^ ^ D>^ ^^^^ 

renzial^GleicIiung^ welche bekannt ist, werden wir bald nachher ebenfalls 
herloilen« Es scheint aber zweckmäisigf da eine Function von r gefunden 
werden kann, deren Abhängigkeit vom Modul k sdion durch eine sehr ein- 
fache Differenzial- Gleichung der ersten Ordnung ausgedrückt wird, die 
Berleitung dieser Differenzial« Gleichung vorauszuschicken. Setzen wir 

so haben wur, der Glekhung (2.) gemäfii, 

(*— l?)*7 + (l-.3*^)ß— *a«0 oder 

3. (*-*^)--^ + (1^3A0--^«% 
und es findet diese Glerahung Statt, es mag d^AsssO gesetzt werden oder 
nicht. Ans der Gleudmng (It) folgt 

loga « ilog(iT(*a'-a*0)-iiog(*— *^-logj/||, 

und also durdi Diffisrenzüren 

Dividiren wir dioBe Gleiobung durch dA und selsen — jjg — ssjr, so ist 

Wird diese Gleichung noch einmal differensürt, so erhfilt man nmSciiat 

adß-ßdtt. _ , l4-3t* sk—?r. 

TT- — - — *• (i-t»)« *'* *' 

oder wenn man durdi^A; dividirt. 

Werden diese Werthe ron -^ und ^ in der Gleichung (3.) substituirt, so 
erhält man nach einer leichten Reduction die einiaobc Differenzial- Gleichung 

von der ersten Ordnung, deren Integral r « — ^jg — """ "*" *"* Function 
von p ist« 

ereile's Jo«hm1 d. M. B4. XVIII. Hft. 4. ^7 
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§. 97. 

Aosdrodc des ZiisaiiinieifbaiigM unter den beiden Modaln t und A, weuir die dazu gvböiigen 
QttJidranten K und L und die conjogirten Qnadranten K^ nnd U durch eine Gletebuug Ten 

der Form — -, ' ^ as — = r^. «Mt einander ?erbttndeo sind. 

Setzt man ^ wie im $• 90« , xr sb — x ■ ■ und tidit man weder 

Bk, noch dv als conntant an, so findet man durch die EntwicUong die« 
aes Ausdrucks: 

und wenn man quadrirt, 

"^ dk^.dv* ^^Ök^.dv^ dk* • 

Wenn man aber diflferenziirt, so entsteht 

dk ~ Äv.öfc» dt;».öik« dv.dk^ 51»* "^ * aJb* * 



Werden diese beiden Ausdrucke in der Gleichung ^•qj — ^^^^(t^Ts) 

substituirt und die sidi dabei aufhebenden Glieder weggelassen , so erhält 
man die Gleichung 

oder auch 

welche sich, wenn man djb als oonstant ansieht und also d^A = d^A: = 
setEt| zusammenisieht auf 

wenn man v, obgleich es aus der Gleichung Terschwunden ist, als dieje- 
nige Grofse ansiebt, in Besiehung auf welche k differenziirt werden muls« 
Sind K und K^ zwei andere conjugirte Modul, wozu die Quadrao» 

ten L und L* geboren, und setzen wir 

, anL±£U 
aL-^-ß.U 

indom wieder <i, ß, a.', ß' vier beliebige und vom Modul K uDabhSngige 
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Gröfsen sind, so ist, der Torhin gefiiodenen Gleichung gemafs, auch 

• 

Setzen wir nun auberdem if = r'^ so giebt es^ da v und r^ Functionen 
von A: und K sindi einen eben durch diese Gleichung- e = t^ ausgedrück« 
ten Zusammenhang zwischen den beiden Moduln Je und K, weichem ge» 
mä& man entweder & als eine Function von K, oder umgekehrt K ab 
eine Function von A> oder endlich A; und K als Functionen einer und der» 
selben dritten verSnderlichen Gröfse ansehen kann« In jedem dieser drei 
Falle ist aber auch dv:^d& und d^p^d^v', und folglich 

Die beiden Modul k und A. sind biernaeh durch eine Differenzial - Gleichung 
der dritten Ordnung mit einander verbunden^ deren vollständiges Integral 
die Gleichung t? = r^ oder auch 

ist« Schafilt man in dieser Gleichung die Nenner fort» so erhält man eine 
Gleichung von der Form 

a.KL + b.KL' + c.K'L + d.K'U « Q, 

in welcher a, b, Cy d willkiirliche Constanten 



Nach §. 54. ist z.B. ^ »2«^ oder KI/^2 KL :=^0 eineGleU 
chungj welche unter der Form der Gleichung (3.) oder (4.) enthalten ist^ 
und die durch die Gleichung k^ss.—— mit einander verbundenen Modul 
werden abo die allgemetne Bedingungsgleichung (2») beCried^en« Die Glei* 
cbung* k = Yj;;;j^ ist also ein partioularea Integral der Gleichung (2«)| weklie» 
wie weiter unten erhellen wird» unzahlige particuläre Integrale hat« Setzen 
wir 7v.= -j-9 so ist nach $. 31«: 

^, = ^-i, also IK'^KL'^iKTy^ 

und auch X as — ist ein particuISres Integral der Gleichung (2.)^ wovon 

man sich durch die wirkliche SubstituCuHi auch leicht H posteriori über- 
zeugen kann« 

47* 
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9. 98. 

Yolistündige TiKegration dreier DifTrreoxiAl-GleidMnigeii der xwdten QrdAims. 

Setzen wir, vne im ^«M«) a^ss uK-^-bK^, so fet 

(l.jfc3)|Lf ^b^.||~as:0; addirt man hierzu die Gleichung (h) 
des f. 0L| so erhalt man^ wenn »zszu-\-a gesetzt wird^ die Gletehmig . 

welche eine Diffinrenzial« Gleichung der zweiten Ordnung und deren wo\U 
stfind^es Integral also z^^^u^a, oder auoh 

2« ar s= argam((P) + alir+&jr' ist. 
Wir leiten nodi zwm dem vorigen Shnlidie Resultate her« Nach f« 91« ist 

Setzt man hierin usaK,sohat mm nooh 

(i-t^.|l?+i=i-*.||+Ä = a. 

und wenn man u^2iK', abo snttsO and elti8 2t(J[''-£') setzt, so 

erhält man noch (1— «O» — ^5^1 — -•{ ä""**"^* — ^ + ^— "=*0t 

welche Gleichung mit der im Zusätze zu $. 02. gefundenen fieadbe ist. 
Mnlripliciren wir nun die zweite dieser Gleichungen mit a* die dritte mit 
k, und ftddiran wir dann die drei Gleichungen, so eriialten wir 

mid das voUst&idige Integral dieser Gleiohung ist ako 

4. 1^ = elii+aJE?+*(Ä'~JBO 
Nach dem SSusatze zu $# 92« ist 

Aufserdem irt noch (l—**)«^^^^— ^^.^^fi^+if-Ä«0 und 

Aus diesen drei Gimchungen setzen wv die Gleicimng 

zusammen und ihr roUstfindiges Integral ist dann 

«. sr SS n— elii + alS'+*(JK~.£). 

(Dk Fortielsoiis folgt im Micbste» Band«.) 
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Ueber die Biegung krummer Flachen. 

Ofoe ton To&sser to AnfiMOzM No. 20. \u imani Heft.) 



JLfie bnher betracbteteD Biegwigen der Flächen » welobe duroh gerade 
Idoien enseugt werden^ sind keinesweges die eiiiag mSglichen; nur die 
Biegungen der EheM famen «di immer durdi gerade Linien Mugen. 
Dagegen stellen folgende Gleidiungen eine Biegung der Sckraubenfldcke 
äup welche kerne geraden Onien enthält (wie leicht zu beweisen ist), 
nemlidi: 

a ist eine willkürliche Constante« Diese Fwmebi geben 

wie oben bei der Sdiraubenflache; was hinreidit zu beweisen , dafs sie 
eine Biegung derselben ausdrSdcen, die übrigens eine UmdrebuugsflSohe 
ist^ wie offenbar folgt, wenn man q constant setzt« Fiir f s=o erhält 
man ^(x'+f)zssrss!L. die Axe der Schraubeniiäche (welche dem Wer- 
the Null Ton q entspricht) ist densnach hier in einen Kras vom Halbmesser 
~ gebogen^ in welchem sie sich unzähl^e Male berumif indet« Die Dre^ 

bungsaxe (z) geht durch den Mittelpunct dieses Kreises und steht senk« 
recht auf der Ebene desselben ; die erzeugende Cur ve^ den geraden Linien 
der Schraubenflaohe entsprediend, geht rom Umringe dieses Kreises^ in 
welchem sie ihren Scheitel hat, nach beiden Seiten symmetrisch fort« 
Ihre Grund* Eigenschaft wird durch dfe Gleichung a^r^zsn^ + f^ gegeben, 
wenn man bemerkt, dais g den Bogen der Gurre, vom Scheitel bb zu dem 
Puncto dessen Absdsse r (s ^(ar^+r^)), bedeutet« Für « s 1 ist die Curve 
Ab Kettenlinie^ die Fläche selbst aber ist diejenige sehr bekannt^ welche 
eben so wie die Schraubenfläche, die Eigenschaft des kleinsten Inhaltes 
zwischen gegebenen Grenzen besitzt« Nimmt man a^ip so wird die 

Fläche imaginär, wenn y> ^^/[ ^ ; alsdann gilt die Biegung nur für einen 
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TheO der Schraubenflaohe ; wenn aber a =: 1 oder >* 1 ^ gUt sie für da» 
Ganze derselben« 

Ueberhaupt ist es eine sehr anziehende^ zugleich aber Üufserst schwie* 
rige Aufgabe: alle mogliohen Biegungen einer gegebenen Flliche darzustel- 
len« Einige lassen sich in gewissen Fällen auf folgende Art finden: 

In dem Aiudrucke des Linear- Elementes kann man immer F^s^O an- 
nefameni und mithin setzen: ds^sszEdp^'{'Gdq\ Dazu wird nur erfor- 
dert ^ dafs alle Curven auf der FlSche^ fSr welche p alieiu sich Sndert^ 
diejenigen , für welche y allein TerSnderlich ist , unter rechten Winkeln 
schneiden« Dieses rorausgesetzti nehme man fSr z eine unbestimmte Func- 
tion von p oder von qt es sei z. B» dz^ssz Qdq, und Q blofs von q ab- 
hängig. AUdann erhält man dx^^df^Edp^-^-iG—Q'^df. Multi- 
plicirt man mit der Gleichung 1 s=5cos^//^ + ^in^^ und setzt zur Abkürzung 
^E^u, }riG^Q')^^> W folgt dx''{'df^(UQo%^dp'\'VÜnyljdqf 
^{UfXn^dp — vooB 4^ dq)\ Man setze demnach 

dx ^=z ucon4/dp -{-vünyl^dq 
dy as -^uwk^dp 'yii>^^%y\/dq^ 

so lassen sich zuweilen die Functionen Q und \// so bestimmen , dab die 
Werthe von dx und df iategrabel werden« Zu diesem Ende mufs sein: 

du I • i d%f dv * t % f d'^ 

•T-.cosu/ — iismu/ -7^= T-.sm^ + r cos\f/.~7^ , 

dg ^ dq dp ^ * ^ c/p ' 

du • f I ^. ff ' dH^ dv , . • I c/t// 

oder einfacher, was auf dasselbe binauskonunt : 

ji du dxlß j dv ., d^ 

dq dp dp dq 

Soll nun die Bestimmung von \f^ möglich seini so mufs der Bedin« 

gyQg ^ ^ ^ = ^ — ^ durch die Wahl der Function ö (in 

V s= )^{G — Q'^)) genagt werden können» Diese Gleichung giebt 



oder 



t> • d j» "•" M • c/p» "^ TJ»" • dy ' c/g ■** ü» • dp • df^* 

^dv .dG dv ydG g^dQ . 

dp * dp ' dg * dg ^dg 

d*v _ 1 d*G 1 (dCy . 

d^ ~ *d^"~4i;^ •Vd?/ '•*» 
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rfj* • »l*dp» 4w»\dp/J 

oder wenn num for v' leinen Werth G — Q* setzt und entwickelt t 

M d*tt I 1 d*G 1 du dG j 

cf]* * 2u dp* 2u^ dp dp 



^T 1 /rföv* I , dw dG g^T^ 



hu Wenn nun die AuadrSd^e -:; — und -r- blofs noch g. nidit aber p 

du du '' '^ 

dq dq 

enthalten, so kann hieraus Q und dann xf/ gefunden werden« 

Unter den Anwendungen, welche Torstehende Bemerkung gestattetf 

will ich nur diejenige auf Umdrehungsflächen herrorheben« Für solche 

kann man setzen: 

« == <p(^.cos/f, y = ^(y).8in/v z = f{qy, 
mithin 

a/»' = (<Py)'^/»'+((<P'y)'+(r7)')5y'. 

Hier sind die GroJsen u^(p<i, O ^ (<p^ <ff •{- (f ^f unabhSngig fon p. 
wodurch der obigen Bedioguog genogt wird. In der Tbat erbSIt man 

aus den GIdohungen (il.), weil --ssO^ 

woraus folgt: j^ = -~» <?—(?' = «' (<P'y)'. (« ist eine willkürUohe Con- 
stante.) Hieraus ergeben sich die Gleichungen: 

X = fl|>(^).8in(^), y = a<p(y). cos (-£-), 

z =://-((ry)'+(i-fl')(^'y)').rf7i 

welche wieder eine UmdrehungsflSche darstellen , die für a = 1 mit der 
vorigen zusammenfiillt, für andere Werthe von a aber dne Bi^;ung der« 
sdben darstellt» Für die Kugd kann OMn z«B« setzen (p^ssooey^ fg^s^ 
unq, woraus erhalten wird: 

^=saoo8{f.8in(^), y 30 neos y. cos (•£-), af=y V(l — «'«ö7').rff 
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Diese Glmclrnngeo geben für n s= 1 eine Kugd vom Halbmesser =: 1 ; Cur 
andere Wertfie von a hingegen Biegungen dersdben« 

Um MÜsrerttfindnissen Torzubeugen , bemerke ich nodif dals be* 
kenndidi dne m sich geschlossene oonvexe FlSche ab mirersehrtes Gan- 
zes^ anbiegsam hU Man nmls sidi daher ^ wenn Fon^ ihrer Biegung g^ 
sprechen wird^ den Zusammenhang in einer gewunen Ausdehnung unter- 
brochen denken« LSCit man s» B» in den hier MmSxhU vorhergehenden 
Formeln a dnen Sehten Bruch bedeuten, so aeigt sieb, dafii in der gebe« 
genen FISche einige Thttle der ursprünglichen KufelflSche auf einander 
fallen. Denn um die ganze gebogene Flache au erhalten , braucht man, 
was p betriff^ nur MTerthe von bis 2 ax anzunehmen, wahrend fBr die 
Kugel p von bis 2it fortgebt; der übrige von p^=Qar Ins p'ssZir 
reichende Kugelstreifen deckt mithin, nadi der Bi^uog, den zwhchen 
1^=0 und p^s^27t (1 — n) enthaltenen Streifen der gebogenen FlSdie. 
Dies «rgiebt nch, wie man sieht, aus den Formeln von selbst, wenn man 
nur fesdiiilt, dab zu demselben Puncte der Flache, vor und nach der 
Biegung, dieselben Werthe von p und q gehören. 
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23. 

Auf^abea und Lehrsätze^ 

erttere aufztilöseD^ letztere zu beweisen« 



Fortsetsaog der SStze im vorhergehenden Hefte 8« 278» . 

(Tm Hro. Pro£ Steiner to Berlto.) 

!• Weno von zwei Miebigen (algebraisohen oder transoendenten) Cur«> 
Ten AB, 3(93 (Fig. 3^;) in dersellien Ebene die erste auJF der anderen, die 
als fest betraditet wird, rollte bis etira der Tunet B mit 93 zusammen* 
trifft, wo also die Bogen AB und 9(9 yon irgend einer bestimmten, gtd* 
oben LSnge sind, aber keiner einen singulären Punot enthalten soll; so 
beschreibt jeder mit der rollenden Curve fest rerbunden gedachte Punct P 
irgend ein gemisohtliniges Viereck fUPPi ^9(, welches von* zwei Geraden 
P9(, Pgf&i die den Punct anfangs und am Ende der Bewegung mit den 
respectiyen Bernbrungspuncten %f& der Basis verbinden, und yon den 
zwei Currenbogen 9(93, PPi , (wo PPi der Weg des Puncts P ist) begrenzt 
wird« Der Inhalt dieses Vierecks werde durch F, die Winkel, welche 
die JYormalen in den Endpuncten der Bogen AB, 3(03 »unter sich bilden, 
dordi n^a bezeichnet; so findet folgendes Gesetz statte 

„£^ ffiebt änemai einen hesUmmten Punct p, welcher^ unier allen 
dae, kldnete Viereck %ppi 933( s;=r f keeckrübt^j Puncte P, tcetche ffleicA 
weit von p entfernt emd, beschreiben Vierecke von ffleicAem Inhalte F, 
,nnd auch umgekehrt i so iitfs also. allen Puncten, die in irgend dner 
um p bescfiriebenen Krmlime liegen, gleich grofse Vierecke entsprechen; 
und zwar ist jedes derselben gerade um einen Sector des zugehörigen 
Kruses, dessen Cenfyiwinkel der Summe der zwei Winkel a^a gldch ist, 
gröfser als jenes kleinste Vierecke Oder wird der Abstand eines betie^ 
bigen PunctesP v.on detß Puncte p durch r bezeichnet, so ist allgemein: 

F^r+}r^(a + ay 

Dieser Satz gestattet zahlreiche Folgerungen, bt * der eigeDthüdi« 

liehe Punct p gefunden, so können sofort z. B« auch unter allen Puncten, 

weldie- in der rollenden Gunre selbst liegen , diqenigen bestimmt wer« 

den, deren Mitsprechende Vierecke ein (relatives) Maximum oder Bfinimum 

; denn dieselben mSssen oflenbar in den Fubpuncten der aus p auf 

Cftll^s Journal d. M. Bd. XVIII. Hfu 4. 48 
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die Ctmre geföllten Nornlaleii liegen. Ein Theii der SStze, welohe S. 278 
d« Bds« mitgetheilt worden^ sind besondere Falle des Torstehenden Satases; 
und ein sehr specieller Fall desselben fuhrt zur Quadratur der yersohie« 
denen Cykloiden« 

„ Welche charakierisUscke Eigemehaft hat aber der merkwür^ge 
Punct p in Beziehung auf die gegebenen Curten JLB>911&? wie wird 
er durch diese bestimmt?^ 

2« ,, Ist AB (Fig. 34«) ein beliebiger Bogen irgend einer denen 
Curve, der jedoch kdnen singuldren Punet enthält, und bewegt sich JRe ver^ 
dnderUche Tangente AC oder AD längs desselben, unter der Beengung, 
dafs sie stets dem Leitstrahle AP gleich ist, welcher den jedesmaUgen 
Berührungspunct mit irgend einem festen Pole P in der Ebene der Curve 
verbindet: so besckrdbf die Tangente mn gemischäiniges Viereck ACCiBA 
oder ADD^BA, dessen Inhalt F gröfser oder Meiner ist, jenachdem der 
Pol P gewählt wird; jedoch haben jedesmal die büden Vierecke ACCiB, 
ADDIB unter sich glichen Inhalt. Es giebt allemal einen bestimmten 
Pol Pj welchem das kleinste Viereck Acc^B ===/ entspricht. Audi findet 
die Gleichung statt: 

F^f^if^a, 
wo r den Abstand des Pols P von p und a den Winkel zwischen den 
Normalen in den Endpuncten A, B des geg^enen Bogens AB bezdchnetl^ 

Der Satz findet auf gleiche Weise statt , wenn die Tangente {AC) 
zu dem entspreehenden Leitstrahle (AP) ein gegebenes oder oonstantea 
Yerhältnifs haben soH^ und zwar blribt der eigenthiiniliohePol/» der nämlidie« 

Yon dem torstehenden Satze mögen folgende speoielle Fälle hier 
erwähnt werden) 

a) Es sei die gegebene Gurre eine Ellipse ; ihre halben Axen seien 
a, ß ; der Bogen AB'a^k ihr ganzer üm&ng, so daCi B und Ä zusammenfalleni 
a^s:i2'ff wird und die von dem Endpunote C oder c der Tangente be» 
schriebene Curve CC^ y oder cc^ ^ sich sohlielst und in sieh zurückkehrt ; dw 
von dieser Curv.e umschlossene ganze Raum heiCse l^i oder f^ (er besteht 
aus dem obigen Viereck F und dem Inhalte der Ellipse); so fiKUt der ei« 
genthamliphe Punct p mit dem Mittelpunoteder Ellipse zusammen^ and es ist 

*V= /I + rV = (a^ + ß^ + rV; 
das heilst: ^der Inhalt (f) der dem Mittelpuncte p der Ellipse ent^ 
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sprechenden Curve cci ist gleich der Summe der zwei Krwflächen, 
welche die Axen der ElÜpee zu Durchmessern haben f** und y^der Inhalt 
Fl der einem beliebigen Puncte P entsprechenden Curve (jDCi) ist so yrofe 
als drd Kreisfidchen, welche bezieAUch die halben Axen der Ellipse und 
den Abstand ihres Mittelpunctes von jenem Puncte zu Radien habend 

Liegt der Pol P insbesondere in der Kreislinie^ welche mit der 
Ellipse oonoentrisoh ist und duroh die Brennpunote derselben geht^ so ist 

4« b»: yyder Inhalt der ihm entsprechenden Curve CCi ist gerade dop^ 
pelt so grofs als die Krwfläche^ weiche die grofse Axe der Ellipse zum 
Durchmesser hat." 

ß) Geht die Ellipse in einen Kreis iibery so dafa ß =s o^ so hat man: 

/; = 2aV> und Fi = 2aV + rV. 

Liegt der Pol P in der Kreislinie selbst so ist 

F, :sd*V, 

dw h., der Inhalt der ihm entsprechenden Gurre ist dreimal so grob ab 
die Kreisfläche« 

3. y^Sind ABy Wb (Fig* 35.) gleich lange Bogen zwmer 'beliMgen 
ebenen Curven, wovon jedoch keiner ünen singulären Punct enthalten soll, 
und bewegt sich eine veränderliche Tangente OJP längs dem Bogen Wo, 
unter der Bedingung, dafs sie stets dem Leitstrahle QP gleich ist, web* 
eher den ihrem Berührungspuncte (dt) correspondirenden Punct Q im 
anderen Bogen AB mit irgend einem festen Pole P in der Ebene dieses 
Bogens verbindet, d.h., dafs in jedem Augenblicke ^^ z=^ QP tiitif 3(Cl = 
AQ ist: so beschreibt die Tangente ein besümntes Viereck fA(l(S,t^% 
dessen Inhalt F kleiner oder gröfser ist, nachdem der Pol P gewählt 
wird} jedoch bleibt für jeden einzelnen Fall der Inhalt der nämUche, 
wenn die Tangente nach entgegengesetzter Dichtung genommen wird, 
nämUch 9(^ statt 3(S. Es giebt allemal ünen bestimmten Pol p^ welchem 
das kldnste Viereck ^ccytd ^=i f entspricht. Auch findet die Rdaüon statt: 

F^f+ir'^a, 
wo a der Winkel • zwischen den Normalen in den Endpuncten des ge» 
gebenen Bogens 9(0) und r ss Pp ist.'' 

4« FSUet man aus anem bdiebigen Puncte P in der Ebene irgend 
einer geschlossenen conyexen Curre C, die keinen singulfiren Punct enU 
(eines sogenannten Ovales)^ Perpendikel auf alle Tangenten dersdben^ 
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• 

SO Begen die FulspuDOte in Irgend einer neuen ^ in sioli zoraekkelirenden 
Cunre^ die allemal irgend einen bestimmten etidliohen Inhalt = J^ haben 
wird, und welche „Fufi/mneten'-Curpe^ des Punots P in Bezug auf die 
gegebene Curre C heiben mag« . 

^Sind meinerEbene n heRMgeCunenC^y C,, ..•• C, ron der 
^^bm genamiten Jrt, m beUM^er Lage gegeben , eo giebt es aUemal einem 
bestimmten Punci p, der Üe Eigensehaß besUzt, dafs die Summe- der fn- 
haUe der ihm entsprechenden Fttfipuncten^^Curven, ^ 4. ^ -f- .. , . /). « ^^ 
ein üftntnitim ist Für irgend dnen anderen Punct, -^ wenn £e Summe 
der Behalte der ihm entsprechenden Fufspuncten-Curven^ i{. t, F^ -f* 
F2+ •••• +J^n9 durch S und sdn Abstand van p durch r hezMhnü 
uirdf «^— hat man: 

5« jf Unter allen Fufspuncten^Curven, in Befsug auf mne gegebene 
Hgperbel, hat digeiüge ihres JURftelptmcfs p den kleinsten Inhalt ssz fT 
Diese Fufqpunoten«>Cunre IKJLM (Fig. 36.) hat ungefähr gleiche Form 
ifie die Lemniscate, in welche sie in der Tbat Sbergehf, wenn die Hy- 
perbel gleichseitig ist; der Punct p ist ein Durchschnitts* und zugleich 
ein zweifacher Wendungspunct derselben» Es seien A, B die Brennpuncta 
und C, D die Scheitel der Hauptaxe der Hyperbel« lieber den Durchmea« 
sem Ap, pB und CD beschreibe man Kreise; so entstehen zwei krumm- 
linige Dreiecke pEF, pGH, oder x, Xj,^ deren Summe gerade dem Inhalte 
/"derCunre IKLM gleich ist, so dals x-{-XgS9Si2xsszf, und auch, da die 
beiden Schleifen der Curve einander gleich sind, x sc IMss: Kh ^=si ^f. 
Auch. ist jeder Sector der Cunre, aus ihrem l^littelpuncte /f genommen, 
einem bestimmten oorrespoudirenden Abschnitte Ton ein^Di der beiden 
Dreiecke Xp x^ gleich«^ 

Der Inhalt F der Fufiipuncten^Curve eines beliebigen Punctes P 
(Fig. 37«), in Bezug auf die Hyperbel, kann — wenn er im gehörigen Sinne 
genommen wird — unter andern wie folgt dargestellt werden« Es seien 
ÄV, SU die Asymptoten der HyperbeL lieber Pp, als Durchmesser^ sei 
der Kreis JVPO und mit Pp nm p der Kreis QPT beschrieben; ferner 
sei 0T die Tangente des ersten Kreises im Puncto px so entstehen die 
zwei Paar Räume g und Zj yi und Zi , deren Grenzen sichtbar sind (nam« 
lieh sie sind gemischtlinige Dreiecke und Vierecke)« Nun ist entweder 

l. F = r+2y + 2« = 2(;r+y + «r), 



23« Aufgaben md Lehriäizt. 373 

oder 

II. F = 2a? + 2^4 + 2z^, 

nachdem nSmlidi P in einem Sufsern oder inneren (wirklichen) Asjmpto« 
ten- Winkel liegt, d. lu nachdem beziehlich die Hyperbel in den Winkehi 
RpU und SpV, oder MpS und üpV liegt« Es sind besondere Fälle 
möglich ^ wo die Form der Räume ff, z, jfi, Zi etwas modificirt wird« 
„Soll der Inhalt F der Fußpuneten^Curve eonsfant sein, so ist 
der Ort des Puncis P eine Ellipse, deren Axen auf die Axen der Ify'» 
perbel fallen, so dafs lüde concentrisch sind, und zwar fällt die grofse 
Axe der Ellipse attf die zweite Axe der Hyperbel. Alle Orts '^ Ellipsen, 
welche auf diese Wdse statt finden, wenn der Inhalt F der Fufspuncten^ 
Curve gröfser oder kidner angenommen wird, sind einander ähnlich; also 
ist das Verhältnifs ihrer halben Axen a,, hi constant, und zwar ist: 
ar.bt = 2a*' + /':2aa*— /•— a(a^ + Ä') + a*; a(a' + *') ~ öä, 
wo a, b die halben Axen der Ht/perbel Cbeide reell genommen) sind, und 
wo a der Winkel ist, welchen die ^zweite Axe Cb) der Hyperbel uUt einer 

Asymptote bildet, oder a = arcftang := ^y — Ist die Hyperbel gleichsei- 
tige so hat man: 

aiibi z=z 7r+2 :^ — 2. 

Die Gleichung der Ellipse, in Bezug auf ihre Axen, bt im AlU 

gemeinen : 

!fCac' + ab)+x\ctc'-^ab) = {F--f)e\ 

wo c^ s= a^-fft^; und fBr den besonderen Fall, wo die gegebene Hjper- 

bei gleichseitig ist: 

y'(^ + 2)+x'(ir— 2) = 4(F— Ä^). 

6. Fallet man aus irgend einem Puncto P in der Axe ein« ge« 
gebenen Parabel auf alle Tangenten der letzteren Perpendikel, so entsteht 
eine Fulspuncten-GurFe, welche efne zu der Axe senkrechte Asymptote 
(und P zum singulären Puncto) hat« Der ganze Inhalt dieser Fufspuneten* 
Cunre ist unendUoh grols« (Beliebige Sectoren derselben, aus dem Pole P, 
sind leicht zu bestimmen.) Dagegen ist der Raum, welchen die Curve mit 
ihrer Asjrmptote einschliefst, von bestimmter endlicher Grölse. Bezeichnet 
man denselben durch F, und den Abstand des Brennpuncts B der Para- 
bel vom Scheitel A derselben durch a und die Entfernung des Pnnctes 

P von B durch 2x, so ist: 

F =i x(2a+r)ir, • 

ereile's Journal d. M. Bd. IVIH. Hft. 4. 49 
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fro das untere Zeichen (+) zu nehmen ist, wenn P innerhalb der Parabel, 
und zwar jenseits B liegt« Liegt P diesseits B, und namentlioh aufserbalb 
der Parabel, so schneidet sich die Fufspuncten-Curve in P selbst und bil- 
det eine Schleife, deren Fläche ss ^9, in dem Räume JP mit* inbegrifien, 
jedoch als negativ genommen ist; d. h« in diesem Falle ist F die OiflPe* 
rens zwischen dem Räume T, der von der Asymptote und den beiden 
Armen der Curve, i^elohe von P aus nach entgegengesetzten Richtungen 
neben* jener ins Unendliche fortlaufen, eingeschlossen wird und der ge« 
nannten Schleife S; so dafs also 

Die Räume S wn^T lassen sich aber auch einzeln angeben; nSm« 
lieh es ist: 

Ä = (a? + a)v^«2a: — «)) — ar('ia— x).2a, 

T = (a? + a)/"(a(2ar-.a)) — a?(2a — ar)(T — 2a), 

und mithin hi der ganze, yon der Curve und Asymptote begrenzte Raum Bj 
wenn beide Theile absolut genommen werden: 

Ä = 2(ar4.a)v^(«(2a? — a)) + a:(2« — a:)(3r— 4«), 

wo a s arc [tang. =5 ]l\— — 0] • 

Wenn insbesondere o; =s n, also P in der Leitlinie der Parabel 
liegt, so ist as=^;r und die vier Formeln redudren sich auf folgende: 

^ = 20*— iTfl"; Ts=2a' + ijr«% 
Wenn femer :r ss 2 a (also PB oder 2x dem Parameter der Pam* 
bei gleich ist), so ist a=s j^T und die Formeln sind: 

F=0; ll = 6aV3; iS = T = 3aV3* 
Wird der Pnnct P in der Ebene der Parabel beliebig angenommen, 
so hat die ihm zugehörige Fufipuncteo • Curve immer eine zur Axe der 
Parabel senkrechte Asymptote, deren Abstand von P constant ist* 

f. Welche Ausdrücke erhält man in diesem Falle für die FtOeket^ 
räume F, S, T? und welches ist der Ort des Pmicts P, wenn einer 
dieser Häume constant sein soll?^ 

7. „ Wenn eine gegehene Ellipse E auf irgend einer geschiosse-- 
nen convexen Curve C van gleichem Umfange, die keinen nngulären 
Punct, aber einen Mittelpunct haty rollt, his sie wieder in ihre Ursprung^ 
tidie Lage zurifckkehrt : so beschreibt ihr Brennpunct B irgend eine in 
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zurückkehrende Curve [0], deren Länge camUmt ist, d. k: die 
Basis C may unter den vorausgesetzten Bedingungen smn, welche man 
unll, und in weiden Puncten die Curven E und C dnander anfängUeh 
berühren mögen — ^ ifo Ourve [B\ hat immer dieselbe bestimmte Länge; 
nämlich sie ist aUemaldem Umfangedes Kreisee gleich, welcher die gr^'se 
Axe^ss, 2a der Ellipse zum Radius hat} also ist stets 

[B] a 4a7.'' 



.i^t. 



♦]i»r. * • ' 



( ?«■ Htm Dr. Siem lo Gfittiagen,) 

1. In den mir bekannten LehrbSchern 8ber Combi 
fehlt folgender einfache Satz^ von dem Bioh mancberiei Anwendungen 

chen ias^n* Bez^chnet ö\n) die irteCfasse der Combinationen mit Wie« 

dprholungen aus n Elementen , C(n) dasselbe dir die Combinationen ohne 
Wiederholungen 9 so ist 

Ö{n) e= C(n) ^\n) ~ C(n) ^(n) + C(n) &'(n) — • + cTc»)- 

2. Ist p eine Primzahl ron der Form 4ii + 39 und bezeudinet man 



QCA0 

dnroh Scotaoga. die Summe derWerth^ weiche man erhält, wenn 



man allinäl^ statt a alle quadrattsoheB Rette der Zahl p substittiirt, so ist 

Sootaoga. ss /)r. 

3. Bezeiohnet man durch Poofang — 36O0 das Product der Werthey 

welche man erhSIt, wenn man statt a alle quadratische Reste der Prim« 
zahl /9 = 4ii-f-3 substituirty so hat man 

P ootang — 360^ = yr-. 

4e Ist p eine Primzahl von der Form Sn+i, also pssif^b\ 
so hat man bekanntlich, wenn a eine ungerade Zahl is^ 

Man Kpit aber auch 

±2g = ^;- ••^;+* (mod.i»), 

ond zwar mu£i das positive SSeichen eenommen werden«* wenn 



I 

i I 



57<$ 23t Aiffg^Am und LArsatzt, 

as4m-f-l5 J = 8r+4, ns=2^+l, . 
as=:4i7i4-35 * = 8r, 11 = 2^4-1, 

a = 4iii-f35 6=:8r4-4, iic=2^; 

in des entgegengesetzten Ffillen mufii das negative Zeichen genommen 
werden« 



Formule gdn^rale d'iot^gration ind^finie. 

( Par Mr. Hsff , prof. a Land.) 

Soit ^x une fonction queloonque, qui se d^veloppe sous la forme 
a;r4-ai^^ + ^^4"^4^4'**«* + ^^''+ ••••$ ^ sapposons que T^qua* 
tion y\jx^=y donne xssxpy^ et que le terme ind^pendant de 2 de la 

«•v(~) 

fonction -j ^-rg' Mit ü; nous aurons Tint^grale ind^finie 
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